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Resumen

El Teorema de Nielsen-Schreier es un resultado fundamental de la teoria de grupos. Su enun-
ciado es sencillo: Todo subgrupo de un grupo libre es libre. Sin embargo, pese a su naturaleza
y formulacién puramente algebraica, su demostracién admite un elegante desarrollo desde
la perspectiva de la topologia algebraica. El presente trabajo tiene como objetivo introducir
todas las herramientas necesarias para comprender y llevar a cabo dicha demostracion, cons-
truyendo asi el puente entre la estructura algebraica de este tipo de grupos y su significado
topologico. Para ello, se define qué es un grupo libre y se establece su conexioén con el grupo
fundamental. Motivados por esta relacion, se hace uso de la teoria de espacios recubridores y
la correspondencia de Galois para traducir el problema de los subgrupos en recubrimientos de
grafos topoldgicos. Con este camino, se concluye de manera autocontenida la demostracion
del teorema. En ultimo lugar, se abordara el papel del axioma de eleccion, se contextualizara
su significado y se implementara el resultado que garantiza la existencia de arbol maximal
mediante el software de demostracion interactivo Lean 4.

Palabras clave: Teorema de Nielsen-Schreier, Grupo libre, Grupo Fundamental, Rosa de n
pétalos, Grafo Topologico, Axioma de eleccion, Lean 4.

Abstract

The Nielsen—Schreier Theorem is a fundamental result in group theory. Its statement is sim-
ple: every subgroup of a free group is itself free. However, despite its purely algebraic nature
and formulation, its proof admits an elegant development from the perspective of algebraic
topology. The aim of this work is to introduce all the necessary tools to understand and carry
out such a proof, thereby building a bridge between the algebraic structure of these groups and
their topological meaning. To this end, the notion of a free group is defined and its connection
with the fundamental group is established. Motivated by this relationship, covering space the-
ory and the Galois correspondence are employed to translate the problem of subgroups into
one concerning coverings of topological graphs. Following this approach, a self-contained
proof of the theorem is ultimately obtained. Finally, the role of the Axiom of Choice is ex-
amined, its significance is placed into context, and the result guaranteeing the existence of a
maximal tree is implemented using the interactive theorem prover Lean 4.

Keywords: Nielsen-Schreier Theorem, Free group, Fundamental group, Bouquet of n circles,
Topological graph, Axiom of Choice, Lean 4.
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CAPITULO 1

Introduccion

Un matematico, como un pintor o un poeta, es un creador
de patrones. Si sus patrones son mas permanentes es porque
estan hechos de ideas”

G. H. Hardy

La demostracion de resultados fundamentales en matematicas suele estar sujeta a incontables
horas de trabajo y afios de pequefios hitos que acaban culminando en el resultado esperado. A
menudo, estos pasos estan fuertemente ligados al campo en el que se originan, dejando poco
espacio a argumentos transversales. Un gran ejemplo de la riqueza que aporta la interaccion
entre disciplinas es el Teorema Fundamental del Algebra. Aunque su enunciado es estricta-
mente algebraico, carece de una demostracion puramente algebraica. Las aproximaciones pri-
mitivas resultaban técnicamente complicadas.

Por el contrario, otras ramas de las matematicas ofrecen pruebas mucho mas elegantes. Desde
el Analisis Complejo, por ejemplo, basta con suponer por reduccioén al absurdo que un poli-
nomio carece de raices y aplicar el Teorema de Liouville a su funcioén inversa de manera que
se llega a la contradiccion de que el polinomio ha de ser constante. AUn mas visual resulta la
perspectiva que ofrece la topologia algebraica mediante el concepto de homotopia y el indi-
ce de una curva. Si consideramos la imagen de una circunferencia de radio suficientemente
grande bajo la accion de un polinomio, esta rodeara el origen tantas veces como indique su
grado. Al encoger el radio de la circunferencia original de forma continua hasta cero, la curva
debe colapsar en el punto que representa el término independiente p(0), obligadola a cruzar
el origen.

Im(w)
Im(z)

Sk p(2) (\ 0
/\\ ey iy
\\0/ Re(z2) 0 Re(w)

Figura 1.1: Intuicién topolégica del Teorema Fundamental del Algebra: La homotopia de la
curva con el punto p(0) fuerza la interseccion con el cero, implicando la existencia de una raiz.




Capitulo 1. Introducciéon

El Teorema de Nielsen-Schreier comparte esta misma narrativa historica e interdisciplinar.
Sus primeras formulaciones, desarrolladas por Jakob Nielsen [Nie21] y Otto Schreier [Sch27],
exigian una técnica algebraica que contrasta drasticamente con la visién que se va a dar en
el presente Trabajo Fin de Grado (TFG). El objetivo central es desarrollar y detallar de mane-
ra autocontenida la demostracion topolédgica de este teorema, evidenciando cémo el estudio
algebraico de los subgrupos de un grupo libre puede transformarse en el analisis del grupo
fundamental de grafos topologicos y la teoria de espacios recubridores. Tradicionalmente, la
topologia algebraica se ha utilizado como una via para resolver problemas topolégicos me-
diante su traduccion a estructuras algebraicas. En este trabajo, sin embargo, se lleva a cabo el
camino inverso: nos valdremos de las propiedades de los espacios topologicos para resolver
un problema intrinseco del algebra.

Por la propia naturaleza de una memoria de grado, una fraccion considerable del corpus teori-
co desarrollado sintetiza la extensa literatura matematica clasica. Herramientas fundamentales
como el Teorema de Seifert-van Kampen o la correspondencia de Galois no son resultados pro-
pios, sino el andamiaje necesario para construir nuestro marco de trabajo. Mas alla de ejem-
plos, ilustraciones y una narrativa propia con la que se pretende ser capaz de corroborar que
se han comprendido e interiorizado los conocimientos expuestos, este TFG aporta un enfoque
marcadamente novedoso en su recta final: la formalizacion del arbol maximal empleando un
demostrador interactivo de teoremas. Este esfuerzo introduce un paradigma totalmente inno-
vador respecto de los conocimientos adquiridos en el Grado.

Estructuralmente, el trabajo se desarrolla de la siguiente forma:

Capitulo 2 Se asientan los conceptos algebraicos necesarios para comprender la nociéon de
grupo libre y se motiva la definiciéon de grupo fundamental, con el fin de poder intro-
ducir en los capitulos posteriores las herramientas técnicas aque rodean al Teorema de
Nielsen-Schreier.

Capitulo 3 Constituye el primer nexo de unién entre ambas ramas. Se introduce la propiedad
universal del producto libre y se enuncia el Teorema de Seifert-van Kampen. Los resulta-
dos centrales de esta seccion son el calculo del grupo fundamental de la rosa de n pétalos
y la deduccion de la correspondencia de Galois, la cual garantiza una biyeccion entre los
subgrupos del grupo fundamental y los espacios recubridores conexos por caminos.

Capitulo 4 Se formaliza el entorno de los grafos topoldgicos y se proporciona la estructura
necesaria para justificar la relacion entre los subgrafos de la rosa de n pétalos como
grafo.

Capitulo 5 Supone la culminacién matematica del objetivo principal. Ensamblando la maqui-
naria descrita en los capitulos anteriores se lleva a cabo la demostracion completa del
Teorema de Nielsen-Schreier: se representa al grupo libre como el grupo fundamental
de una rosa de n pétalos, se invoca la teoria de recubrimientos para sus subgrupos, y se
concluye, tras colapsar su arbol maximal, que todo subgrupo del grupo original es libre.

Capitulo 6 Finalmente, se reflexiona acerca de la elaboracion de esta memoria y del signifi-
cado de la culminacion de mis estudios en la Universidad de Cantabria.

Apéndices: En los anexos de este trabajo se incluyen resultados y demostraciones auxiliares
y una extension del cuerpo principal en la que se analiza el papel fundamental e histo-
rico del axioma de eleccion. Adicionalmente, se trata de computar la demostracion de
la existencia de arbol maximal en Lean 4, un lenguaje de programacion basado en el
Calculo de Construcciones Inductivas (CiC).
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CAPITULO 2

Preliminares algebraicos y topologicos

Como es habitual en matematicas, el uso o la intuicién de ciertos objetos son anteriores a su
definicion formal. En un primer lugar se concibe el concepto, mas tarde se comprende cémo
ha de definirse rigurosamente y posteriormente se refina la notaciéon y los resultados. El grupo
es introducido por primera vez por Evariste Galois en 1831 en su «Mémoire sur les conditions de
résolubilité des équations par radicaux»' [Gal46]. En esta memoria, el francés hace referencia
explicita al grupo de permutaciones:

Théoréme. « Soit une équation donnée, dont a, b, c, ... sont les » m racines. » a, h, c, . .. qui jouira de la
propriété suivante : « Il y aura toujours un groupe de permutations des lettres a, b, c, ... qui jouira de la
propriété suivante:

I Que toute fonction des racines, invariable par les substitutions de ce groupe, soit rationnellement
connue.

I Réciproquement, que toute fonction des racines, déterminable rationnellement, soit invariable par
les substitutions.

No fue, sin embargo, hasta 1854 cuando Arthur Cayley, en su articulo «On the theory of groups,
as depending on the symbolic equation 0" = 1» [Cay54], defini6 de manera abstracta y formal
los grupos.

A lo largo de este capitulo se repasaran conceptos y resultados con el fin de poder profundizar
a continuacion en las herramientas necesarias para desarrollar la demostracion del Teorema de
Nielsen-Schreier. Asi, para esta parte inicial se han seguido [Ale05] y [Mas91], dos referencias
introductorias clasicas para la teoria de grupos y la conexion con la topologia algebraica.

2.1 Grupos

Fundamentalmente, la idea de grupo consiste en dotar a un conjunto de una operacion binaria
con buen comportamiento. Para entender esto es necesario introducir los distintos integrantes
del concepto.

Definicion 2.1.1 (Operacion). Sea GG un conjunto no trivial. Toda aplicaciéon - : G x G — G
que asocia a cada par ordenado de elementos un tnico valor en G recibe el nombre de operacion
interna o ley de composicion.

!Esta fue la primera memoria escrita por Galois, rechazada por la Academia de Paris en aquel momento y
que daria lugar a su articulo «Des équations primitives qui sont solubles par radicaux» y a la célebre carta escrita
a Auguste Chevalier poco antes de su muerte.



Capitulo 2. Preliminares algebraicos y topologicos 2.1. Grupos

Definicioén 2.1.2 (Grupo y Subgrupo). Sea GG un conjunto dotado de una operacion interna -,
decimos que el par (G, -) es un grupo si verifica lo siguiente:

« Propiedad asociativa: Vf, g, h € G, se cumple f - (g-h) = (f - g) - h.
« Elemento neutro: Je € G'talqueVg € G,g-e=e-g=g.
« Existencia de inverso: Vg € G,dg € Gtalqueg-g=g-g =e.

Si H C ( es un subconjunto no vacio que hereda la estructura de grupo con la misma opera-
cién restringida -z, decimos que H es un subgrupo y lo denotamos como H < G.

Ejemplo 2.1.3. Algunos ejemplos fundamentales de la teoria de grupos son:
« El par (Z,+) de los enteros con la suma.

« El grupo general lineal GL(n,R), formado por las matrices invertibles n x n con el
producto matricial. Este grupo ilustra que, en general, la operacion de un grupo no tiene
por qué ser conmutativa .

« Los grupos de simetria O(n) o el grupo unitario U(n), los cuales tienen un papel ele-
mental en el desarrollo de la relatividad general y la mecanica cuantica, entre otros.

2.1.1 Grupo cociente y Teorema de isomorfia

Al estudiar la estructura de un grupo G, resulta natural plantearse si existe, y en tal caso cual
es, la forma que presentan sus subgrupos. En particular, el interés recae sobre aquellos que son
capaces de compactar los elementos del grupo total. Esta nocion se formaliza mediante una
relacion de equivalencia y la introduccion del espacio cociente.

Definicion 2.1.4 (Clases laterales). Dado un grupo G y un subgrupo H < @, definimos la
relacion de equivalencia z ~ y <= 2~ 'y € H.La clase de equivalencia de un elemento
g € G bajo esta relacion es el conjunto gH = {gh | h € H}, denominado clase lateral por la
izquierda de H en (. Analogamente, definiendo zy~! € H, obtenemos las clases laterales por
la derecha H g.

En general, la particién generada por las clases por la izquierda no coincide con la de las clases
por la derecha (gH # Hg) tal y como ilustra el Ejemplo 2.1.6. Cuando ambas particiones
coinciden, el subgrupo recibe el nombre de subgrupo normal.

Definicion 2.1.5 (Subgrupo normal). Un subgrupo N < G es un subgrupo normal si satisface
que gNg~! = N paratodo g € G. En tal caso, lo denotamos como N < G. Equivalentemente,
sus clases por la izquierda y por la derecha coinciden (¢N = Ng).

Ejemplo 2.1.6. Consideremos el grupo simétrico S3, formado por todas las permutaciones
de tres elementos (el mismo grupo de permutaciones que motivo los primeros teoremas de
Galois mencionados al inicio del capitulo). Tomemos como subgrupo H al generado por la
trasposicion de los dos primeros elementos, es decir, H = {id, (1 2)}. Si calculamos la clase
lateral por la izquierda tomando el elemento g = (1 3), componiendo de derecha a izquierda
obtenemos:

gH = (13)H = {(13)0id, (13)0(12)} ={(13), (123)}
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Capitulo 2. Preliminares algebraicos y topologicos 2.1. Grupos

Sin embargo, si calculamos la clase lateral por la derecha con el mismo elemento g:
Hg=H(13)={ido(13), (12)o(13)} ={(13), (132)}

Es evidente que gH # Hg. Este calculo demuestra de manera explicita que la particion del
grupo inducida por las clases por la izquierda difiere de la inducida por la derecha y, en con-
secuencia, /1 no es un subgrupo normal de S5.

Clases por la izquierda (g H) Clases por la derecha (Hg)

H=ecH i H = He
id, (12) 5 id, (12)
(13)H H(13)
(13), (123) (13), (132)
(23)H H(23)
(23), (132) 5 (23), (123)

Figura 2.1: Comparacion de las particiones del grupo S; inducidas por el subgrupo H =
{id, (1 2)}. Aunque la clase del propio subgrupo H se mantiene idéntica, los elementos de
orden 3, (12 3) y (1 3 2), se distribuyen en clases diferentes dependiendo de si multiplicamos
por la izquierda o por la derecha. Esto evidencia que gH # Hg, y por tanto H no es normal
en Ss.

La condiciéon de normalidad no es superflua. Mediante la siguiente proposicion observamos
que, dado un subgrupo normal N < (&, podemos dotar al conjunto de las clases de equivalencia
(el espacio cociente GG/ N) de estructura de grupo. Esto nos permite construir nuevos grupos
bajo esa idea de compactar todos los elementos de /V hasta convertirlos en el elemento neutro.

Proposicion 2.1.7 (Grupo cociente). Sea N < G. La operaciéon - : G/N x G/N — G/N
definida como (aN)(bN) = (ab)N dota al conjunto G/N de estructura de grupo, denominado
grupo cociente.

Demostracion. En primer lugar, debemos comprobar que la operacion esta bien definida, es
decir, que no depende del representante elegido para la clase. Una vez hayamos logrado este
paso, se seguiran de manera directa las condiciones de la Definicion 2.1.2.

Supongamos que aN = c¢N ybN = dN.Esto implica que existen ny,ny, € N tales que c = an,
y d = bny. Evaluando el producto de los nuevos representantes tenemos:

cd = (any)(bny) = ab(b™ nyb)n,
Dado que N es un subgrupo normal, sabemos que b~ 'n;b = n3 € N. Por tanto:

cd = ab(ngng) = cd € (ab)N = (cd)N = (ab)N
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Capitulo 2. Preliminares algebraicos y topologicos 2.1. Grupos

La operacion esta bien definida. La asociatividad se hereda directamente de G, el elemento
neutro eslaclase e N = N, yelinversode aN esa !N, porlo queda concluida la demostracion.

O

Acabamos esta seccion enunciando y demostrando el Primer Teorema de Isomorfia. Este re-
sultado, en su forma moderna, se debe a la brillante Emmy Noether. Su importancia radica en
que se establece el vinculo entre los homomorfismos, los subgrupos normales y los grupos
cociente.

Teorema 2.1.8 (Primer Teorema de Isomorfia). Sean G y H dos grupos y sea f : G — H
un homomorfismo de grupos. Entonces, el niicleo de la aplicacién, denotado porker(f) = {g €
G | f(g) = en}, es un subgrupo normal de G (ker(f) < G), y se verifica que el grupo cociente
G/ ker(f) es isomorfo a la imagen de f:

G/ ker(f) = Im(f)

Demostracion. Definimos la aplicacion inducida al cociente f : G/ ker(f) — Im(f) mediante
la regla f(gker(f)) = f(g). Probemos que la aplicacion esta bien definida y pasemos a ver
que se verifican las condiciones de isomorfismo.

+ Bien definida: Supongamos que tomamos dos representantes distintos para la mis-
ma clase lateral, es decir, aker(f) = bker(f). Esto implica que b~'a € ker(f). Apli-
cando el homomorfismo f, tenemos que f(b~'a) = ey, lo que por propiedades de
homomorfismos se traduce en f(b)~'f(a) = eg, y por tanto f(a) = f(b). Luego

flaker(f)) = f(bker(f)), independientemente del representante.

« Homomorfismo: Dados dos elementos del cociente,

f((aker(f))(bker(f))) = flabker(f)) = f(ab) = f(a)f(b) = f(aker(f))f(bker(f))

« Sobreyectiva: Sea y € Im(f). Por definicion de imagen, existe algin z € G tal que
f(z) = y. Entonces, la clase = ker(f) verifica que f(zker(f)) = f(z) = y.

. Inyectiva: Supongamos que f(gker(f)) = ey. Entonces f(g) = ey, lo que significa
por definicion que g € ker(f). En términos de clases laterales, si un elemento pertenece
al subgrupo, su clase es la clase trivial: g ker(f) = ker(f), que es el elemento neutro del
grupo cociente. Al ser su niicleo trivial, f es inyectiva.

Al ser un homomorfismo biyectivo, f es un isomorfismo, quedando demostrado el teorema.

]

El alcance de este teorema se visualiza habitualmente mediante un diagrama conmutativo,
donde 7 representa la proyeccion canénica al espacio cociente (7(g) = gker(f)):
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-

G/ ker(f)

Figura 2.2: Diagrama conmutativo del Primer Teorema de Isomorfia. Todo homomorfismo f
se factoriza de manera Unica a través del grupo cociente por su nucleo.

2.1.2 Grupos libres y presentaciones

Para continuar con la idea de relacionar el significado de los grupos con la topologia hay que
seguir con el concepto de espacio cociente y sus implicaciones. Hemos explicado reciente-
mente que la idea subyacente era compactar los elementos de nuestro grupo. Bien, es razona-
ble plantear ahora si tenemos alguna forma de relacionar nuestros elementos. En este camino
aparecen las presentaciones y los grupos libres. Avancemos hasta el corazén del teorema de
Nielsen-Schrerier para comprender ahora la unidad basica que lo constituye y su relacion con
la topologia.

Definicion 2.1.9 (Grupo Libre). Dado un conjunto S = {ay,...,a,}, denominamos gru-
po libre generado por S?, denotado como (S) o F(S), al conjunto de todas las palabras re-
ducidas que se pueden formar yuxtaponiendo los elementos de S y sus inversos formales
St ={a;',...,a;'}. La operacién de grupo es la concatenacién de palabras, seguida de la
cancelacion de pares adyacentes a;a; ' o a; 'a;. La palabra vacia actiia como elemento neutro.

Observacion 2.1.10. Entendemos por palabras reducidas a minimizar la expresion de la mis-
ma, es decir, al igual que el mismo nimero admite distintas representaciones (3 = 1 + 2 =
141+ 1...), con las palabras del grupo libre sucede lo mismo. En este sentido, exigimos que
se acorte al maximo la representacion de la misma.

A la definicion de grupo libre podemos acompariarla de la operacion de producto libre, al igual
que el producto cartesiano es la operacién asociada a los conjuntos.

Definicion 2.1.11 (Producto libre). Sean G'1, Goy H grupos,ysean, : H - G1y s : H —
(G5 homomorfismos. El producto libre G1 * i G5 se define como el grupo cociente (G xG3) /N,
donde N es la clausura normal del conjunto de palabras de la forma ¢, (h)p2(h)~! para todo

h e H.
E]

La Definicion 2.1.9 es puramente combinatoria. Sin embargo, el grupo libre admite una carac-
terizacion mas profunda mediante su propiedad universal.

Proposicion 2.1.12 (Propiedad universal del grupo libre). Sea S un conjunto y (S) el grupo
libre generado por S, con la aplicacién de inclusion i : S — (S). Para cualquier grupo G y

?En sintonia con la analogia de la formacién de palabras, a este conjunto se le suele denominar alfabeta.
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cualquier aplicacion f : S — G, existe un dnico homomorfismo de grupos I (S) — G tal que

foi=f.

Figura 2.3: Diagrama conmutativo que ilustra la propiedad universal del grupo libre. Para toda
aplicacion f desde el conjunto de generadores S a un grupo cualquiera G, existe un Unico
homomorfismo de grupos f que hace conmutar el diagrama.

Asi, tenemos garantizado que el producto libre es el mas general posible generado por S.

Observacion 2.1.13. Esta propiedad, nos permite construir cualquier grupo a partir de uno
libre. Tomando S = Gy f = Id observamos que entonces, por la Propiedad Universal obtene-
mos un homomorfismo f : (S) — G. Asi, por el Primer Teorema de Isomorfia (Teorema 2.1.8),

G = (S)/ ker(f).

Para formalizar la construccion de estos cocientes imponiendo las reglas que deseemos, nece-
sitamos una herramienta previa.

Definicion 2.1.14 (Clausura normal). Sea G un grupo y R C G un subconjunto. La clausura
normal de R en GG, denotada como nclg(R), es el menor subgrupo normal de G que contiene
a R (equivalentemente, la interseccion de todos los subgrupos normales que lo contienen).

Definicion 2.1.15 (Presentacién de un grupo). Sea (S) el grupo libre generado por el alfabeto
S,y sea R C (S) un conjunto de palabras, a las que llamaremos relaciones. Definimos la
presentacion (S | R) como el grupo cociente (S)/nclg(R).

Observacion 2.1.16. Si el subgrupo generado por el conjunto de relaciones R, denotado co-
mo (R), es ya un subgrupo normal dentro del grupo libre (S), entonces su clausura normal
coincide con é]l mismo. De esta manera, el grupo de la presentacion coincide simplemente con

el cociente (S)/(R).

Ejemplo 2.1.17. Esta notacion abarca grupos de muy distinta indole:

+ El grupo libre Z: Los enteros son el primer ejemplo de grupo libre, sin relaciones (R =
(). Tomando el 1 como generador, su presentacion es (a | §) = (a).

« El grupo ciclico Z,: Se elige un generador y forzamos que su cuadrado sea el neutro:
(a|a?).

« El grupo diédrico D,: Como vimos en el Ejemplo 2.1.6, modela las simetrias de un
poligono regular de n lados. Esta generado por una rotacion r y una reflexion s, sujetas
a tres relaciones: r" (la rotacion es de orden n), s* (la reflexion es una involucién) y srsr
(su interaccion geométrica srs = r~1). Su presentacion es: (r, s | ", s%, srsr).
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Esta forma de describir grupos algebraicos conduce al problema del isomorfismo: dadas dos
presentaciones finitas cualesquiera, (S | R1) y (S2 | Ra), sexiste un algoritmo para decidir
si definen grupos isomorfos? En 1958, Adian y Rabin demostraron de forma independiente
que este problema es general y matematicamente indecidible [Adi57; Rab58], un resultado que
limita la teoria de grupos.

Cerramos asi la seccion de preliminares algebraicos habiendo construido el objeto central del
Teorema de Nielsen-Schreier: el grupo libre. Como hemos visto con el problema del isomorfis-
mo, el estudio puramente combinatorio de las palabras y sus relaciones presenta limitaciones
algoritmicas infranqueables. Ahora, nuestro objetivo sera dotar a estos grupos abstractos de
una idea geométrica, traduciendo el problema de manipular grupos algebraicamente a un ana-
logo que si sepamos tratar en topologia. Para esto, abrimos un puente entre la topologia y el
algebra que nos servira para recorrer este camino.

2.1.3 Teoria de categorias E

Acudiendo a la teoria de categorias, encontraremos una estrategia para tratar este problema.

Definicion 2.1.18 (Categoria). Una categoria C consta de las siguientes partes:
« Una clase de objetos, denotada por Obj(C).
« Para cadapar de objetos X, Y € Obj(C), un conjunto de morfismos denotado por Hom(X, Y").

« Una operacion de composicion de morfismos que es asociativa: dados f € Hom(X,Y) y
g € Hom(Y, Z), existe un morfismo g o f € Hom(X, 7).

« Para cada objeto X, existe un morfismo identidad idx € Hom(X, X) tal que foidx = f
y idy o f = f para cualquier morfismo f € Hom(X,Y).

Asi, la estrategia consiste en asociar a cada espacio topologico un invariante algebraico (como
un grupo) que podamos comparar mas facilmente. Para ilustrar esto, consideremos la siguiente
analogia.

Ejemplo 2.1.19. Imaginemos que tenemos dos circuitos de carreras y queremos saber si es la
misma pista. Como no podemos verlos desde arriba, mandamos a un piloto a dar una vuelta
completa a una velocidad constante y mides su tiempo por vuelta. Si los tiempos son distintos
sabemos que las pistas son distintas, pero si por el contrario son iguales, no podemos asegurar
que sean el mismo circuito. Uno podria ser un évalo y el otro un trazado cuadrado con muchi-
simas curvas; ambos pueden tener exactamente la misma longitud (y dar el mismo tiempo),
pero ser espacios distintos.

El papel que juega el tiempo por vuelta en este ejemplo es el invariante que buscamos con
la estrategia descrita. Asi, pasemos a dar la siguiente definicién de functor covariante, para
conducir el pensamiento en este sentido.

Definicion 2.1.20 (Functor Covariante). Llamamos functor covariante a una asignacion F
entre dos categorias C; y Cy que asocia cada objeto X € C; con un objeto F'(X) € Co, y cada
morfismo f : X — Y con un morfismo F(f) : F(X) — F(Y), respetando identidades y
composiciones:
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. F(ZdX) - ZdF(X)
« Flgof)=F(g)o F(f)

Demostramos a partir de esta definicion el siguiente resultado, que representa justamente la
idea con la que hemos comenzado el capitulo.

Proposicion 2.1.21. Si un morfismo f : X — Y es un isomorfismo en Cy, entonces F'(f) es un
isomorfismo en Cs.

Demostracién. Si f esisomorfismo, existe f~! tal que fof~! = idy y f~lof = idx. Aplicando
el functor:

idpyy = Flidy) = F(fo f™') = F(f) o F(f7)
Anélogamente, F'(f~!) o F'(f) = idp(x). Por lo tanto, F(f) es un isomorfismo cuya inversa

es F(f71). O

Es importante la siguiente observacién acerca de la definicion de isomorfismo. Adentrarnos
en profundidad en la teoria de categorias queda fuera del objetivo de este trabajo, sin embargo
puede verse una explicacion mas detallada en [AHS04, Capitulo IJ.

Observacion 2.1.22. En la demostracion de la Proposicion 2.1.21 estamos asumiendo impli-
citamente que las categorias con las que vamos a trabajar son subcategorias de la categoria
de conjuntos (Set). Los objetos son conjuntos dotados de cierta estructura, los morfismos son
aplicaciones entre ellos, y un isomorfismo se corresponde siempre con una biyeccion, lo que
garantiza la existencia directa de la aplicacién inversa f~'. De no hacer esta suposicion y
trabajar en una categoria abstracta general, habria que definir con mayor rigor la nocién de
isomorfismo.

Ejemplo 2.1.23. Un contraejemplo elemental seria una categoria formada por solo dos objetos
Ay B, sus respectivos morfismos identidad, y un inico morfismo f : A — B.En este contexto,
f es simultaneamente épico y ménico’, pero es evidente que no es un isomorfismo, pues carece
de una inversa de B — A.

2.2 Topologia

Pasamos ahora a introducir la segunda gran area que rodea el teorema en el que se centra este
trabajo, para cuya redaccion se ha acudido a [Hat02] y [Sti93]. La topologia estudia las propie-
dades globales de los espacios que permanecen invariantes bajo transformaciones continuas,
biyectivas, de inversa continua (homeomorfismos). Sin embargo, demostrar que dos espacios
no son homeomorfos es un problema abierto. Asi, si conseguimos encontrar un functor con
el que relacionar grupos y espacios topologicos, si los grupos algebraicos F(X) y F(Y) no
son isomorfos, los espacios topologicos X e Y no pueden ser homeomorfos. El primer y mas
visual de estos functores algebraicos es el Grupo Fundamental cuya idea vamos a motivar en
las siguiente secciones para concluir el capitulo con su definicidn y una serie de ejemplos que
lo ilustren.

3En teoria de categorias, un monomorfismo y epimorfismo son las generalizaciones abstractas de las nociones
de inyectividad y sobreyectividad, respectivamente.
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2.2.1 Caminos y Homotopias

Entre los numerosos ejemplos de espacios que podemos encontrar, quizas dos de los mas co-
nocidos sean la esfera S? y el toro T?. El ejemplo siguiente sirve para justificar e introducir las
herramientas con las que se construira el grupo fundamental.

Ejemplo 2.2.1. S? y T? son espacios topolégicos compactos y conexos. A pesar de ello, parece
evidente que no pueden ser homeomorfos, pues el toro tiene un agujero que la esfera no. Asi,
respaldando nuestra intuicion, si tomamos uno de los meridianos del toro y un suponemos
la existencia de un homeomorfismo f : T? — S?, entonces la imagen de dicho meridiano
seria un camino cerrado en la esfera. Si ahora consideramos ambos espacios sin el meridiano
y su imagen, entonces el toro seguiria siendo un espacio conexo, mientras que la esfera, por
el Teorema de la Curva de Jordan, se dividiria en dos componentes conexas, lo que es una
contradiccion. Este tltimo resultado no es nada trivial, aunque en [Tve80] se deja una breve
demostracion del mismo.

Esfera $2: my(s?)=0 Toro 2 m(P)=7Zx7

€ |

Figura 2.4: Representacioén geométrica de caminos cerrados sobre la esfera S? y T?.

A la luz del ejemplo anterior, parece ser que debe existir una relaciéon entre los caminos y
agujeros que tiene un espacio topologico. Asi, podemos establecer la siguiente definicion, en-
caminandonos en el estudio de estas propiedades.

Definicion 2.2.2 (Camino y Lazo). Sea X un espacio topoldgico. Una aplicaciéon continua
p: ([0,1],77) — (X, 7x) se denomina camino desde el origen p(0) hasta el extremo p(1). Si
p(0) = p(1) = z, decimos que p es un lazo basado en z.

Habitualmente se denotard como p = p(t) a un camino en un cierto espacio topolédgico X y
como p(t) = p(1 —t) al camino inverso, es decir, a aquel que recorre la grafica definida por p a
en el mismo tiempo pero en sentido contrario. Ademas de esta definicion, es coherente pensar
en una operaciéon que nos permita operar con los caminos para intentar dotar de la estructura
de grupo que buscamos a nuestro espacio. Aparece por tanto, de manera natural, la operacion
de pegado de caminos.

Definicion 2.2.3 (Concatenacioén de caminos). Dados dos caminos p, ¢ en X tales que p(1) =
q(0), su concatenaciéon p x q : [0,1] — X se define recorriendo p en la mitad de tiempo, en la
primera parte, y g en la segunda, es decir:

p(2t) si0<t<1/2

(p*q)(t) = g2t —1) sil/2<t<1
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La idea de concatenar es la de pegar los extremos, de manera que recorremos en la primera
mitad del intervalo el primer camino y en la segunda el otro.

Observacion 2.2.4. Uno podria pensar que tomando la concatenacién ya estamos en situacion
de dotar de estructura de grupo a un espacio topolégico, sin embargo, no es asi. A primera
vista puede observarse que en la Definicion 2.2.3 se exige que el extremo de un camino sea el
origen del otro, por lo que ya obligaria a restringir el conjunto de caminos. Adicionalmente,
si buscamos un elemento neutro para esta operacioén, no lo encontrariamos. Como candidato
idéneo podria pensarse en el camino constante de base z, es decir, ¢, (t) = z,Vt € [0, 1], pero
este camino no verifica la definiciéon de elemento neutro* pues, aunque ¢, * p defina la misma
grafica que p, como aplicaciones no son iguales.

Pese a estas limitaciones, precisamente al desarrollar ambos contraejemplos aparecen las dos
ideas que se van a desarrollar para intentar superar ambos escollos.

« Para tomar un conjunto en el que todos los elementos admitan la operacion puede res-
tringirse el conjunto a los lazos basados en el mismo punto, de este modo todos los
caminos tienen como origen y extremo el mismo punto x € X que tomemos como base
y por tanto la concatenacion estara definida para todo camino en X.

+ El problema del neutro es mas delicado. En cierto modo parece intuitivo pensar que, pese
a la Observacion 2.2.4, el hecho de que describan la misma grafica no puede suponer tal
diferencia entre ambas aplicaciones. Por ello, introducimos la nocién de homotopia de
caminos. Tal y como se puede observar en la Figura 2.5, la idea de homotopia es deformar
un camino de manera continua sobre el otro, de manera que podamos definir un conjunto
de caminos equivalentes. Cobra en este punto sentido los conceptos introducidos en los
preliminares algebraicos. En el espacio cociente, la clase de equivalencia definida por el
camino constante de base x sera el neutro.

Desarrollemos por tanto estas dos situaciones para llegar asi al Grupo Fundamental.

Definicion 2.2.5 (homotopia de caminos). Sea X un espacio topologico, p, ¢ dos caminos en
X con el mismo origen y extremo, es decir, p(0) = ¢(0) y p(1) = ¢(1). Entonces decimos que
Py q son homotdpos si existe una aplicacion continua F': [0, 1] x [0,1] — X tal que:

F(0,t) = p(t),vt € [0,1]
F(1,t) = q(t),Vt € [0,1]
F(s,0) = ¢(0),Vs € [0, 1]
F(s,1) =q(1),¥s € [0,1]

A tal aplicacion F' se llama homotopia de caminos

(0, 1) (1,1)

(0,0) (1,0)

Figura 2.5: Representacion grafica de la nociéon de homotopia de caminos.

“Recordemos que ¢ es el elemento neutro, pues de existir es tnico, siVe € X,exz =x*xe =2
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Como se ha anticipado, los caminos homotopos definiran una clase de equivalencia a la que
trataremos de dar estructura de grupo. Para las siguientes demostraciones haremos uso de un
lema topologico elemental [Mun02, Teorema 18.3]:

Lema 2.2.6 (Lema del pegado). Sea X un espacio topologico y sean A, B C X dos subconjuntos
cerrados (o ambos abiertos) tales que X = AUB.Sif: A—Y yg: B — Y son aplicaciones
continuas que coinciden en la interseccion (es decir, f(x) = g(x) para todox € AN B), entonces
la aplicacion unificada h : X — Y, definida como h(x) = f(x)siz € A y h(z) = g(x) si

T € B, es continua.

Asi, demostremos a continuacion una serie de resultados que nos seran de utilidad.

Proposicion 2.2.7. Sea X un espacio topologico, p : I — X un lazo en x y c, el camino
constante en x € X, entoncesp * C, ~ Cp ¥ p ~ p.

Demostracion. Construyamos explicitamente la homotopia £': [ xI — X.Laidea geométrica
es que el tiempo que el parametro pasa recorriendo el camino constante ¢, vaya disminuyendo
progresivamente hasta desaparecer. Definimos:

F(s,t) = {p (1) Si(j 1= 2.1)

t
T si fl <

Es inmediato comprobar que F' es continua en todo el dominio gracias al lema de pegado, ya

que en el punto de transicion ¢t = % ambas ramas valen p(1) = x. Ademas, evaluando en los
extremos de la homotopia obtenemos F'(0,t) = (p * ¢;)(t) y F(1,t) = p(t), manteniendose
fijos en z. Un argumento analogo lleva a que ¢, * p ~ p. O

Proposicion 2.2.8. Sea X un espacio topoldgico, p : [0,1] — X un lazo en z y ¢, el camino
constanteenx € X, entoncesp*p ~ P * p ~ Cy.

Demostracion. Definimos la homotopia F' : [0,1] x [0, 1] — X de forma que el camino avance
por p hasta un cierto instante y luego retroceda por la misma traza, contrayéndose paulatina-
mente hacia el origen = a medida que el parametro de deformacién s avanza hacia 1:

2t(1 — i0<t<:
F(s,t) = p(2t(1 = 5)) Bh=tea (2.2)
p2(1—t)(1—5)) sizg<t<1
Esta funcién es continua al coincidir ambas expresiones en el ecuador ¢ = 1/2 con el va-

lor p(1 — s). Evaluando en los extremos de la homotopia, resulta F'(0,¢t) = (p xp)(t) y
F(1,t) = p(0) = = ¢,(t). Los extremos del lazo permanecen fijos en x para todo s € I. Por
consiguiente, p * p ~ ¢,. Un razonamiento idéntico prueba p * p ~ c,. [

Proposicidon 2.2.9. Sea X un espacio topologico, p,q,r : I — X tres caminos tales que p(1) =
q(0),q(1) = r(0), entonces (p* q) *r ~p* (g *71)

Demostracion. La demostracion se fundamenta en una reparametrizacion lineal del intervalo
temporal. El camino (p * ¢) * r recorre p en el subintervalo [0,1/4], ¢ en [1/4,1/2] y r en
[1/2,1]. Por otro lado, p * (¢ * ) los recorre en [0, 1/2], [1/2,3/4] y [3/4, 1] respectivamente.
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Definimos los puntos de transiciéon intermedios que varian de forma continua con el parametro

siti(s) = =ty ty(s) = 2. La homotopia F' : I x [ — X

tl(s)

tgl(:)t—lif)(s)> siti(s) <t <ty(s) (2.3)

r(EES) sk <<l

p—L) si0 <t <t(s)
F(s,t)=<q

Por construccion y nuevamente por el lema del pegado, F' es continua, fija los extremos y
transforma el dominio de una concatenacion en el de la otra, estableciendo que (p * q) * r ~

px(gxr). OJ

Observacion 2.2.10. Tal y como se ha mencionado anteriormente, la concatenacién de cami-
nos no verifica la propiedad asociativa pues, pese a describir la misma grafica, como aplicacio-
nes no son iguales. Sin embargo la Proposicion 2.2.9 nos permite establecer una asociatividad
en el sentido de homotopias.

2.2.2 Grupo fundamental

Llegamos asi a la herramienta que nos permitira estudiar el problema del homeomorfismo de
espacios topologicos.

Definicion 2.2.11 (Grupo fundamental o de Poincaré). El conjunto de las clases de equiva-
lencia de lazos con base en x, denotado por 7 (X, zy), dotado con la operacién inducida por
la concatenacion de caminos [p] x [¢] = [p * ¢|, recibe el nombre de grupo fundamental o de
Poincaré de X en el punto base x.

Antes de proseguir, justifiquemos que efectivamente el grupo fundamental es un grupo.
Proposicion 2.2.12. El conjunto w1 (X, xo) con la operacion de la Definicién 2.2.11 es un grupo.

Demostracion. En primer lugar, comprobemos que la operacion esté bien definida. Sean [p;] =
[p2] v [¢1] = [g2], entonces

[Pl * Ch] = [pl] * [Q1] = [pz} * [Q2] = [p2 * Q2]

Una vez tenemos la operacion, pasemos a las propiedades de grupo:
« Asociatividad: Dados tres lazos p, ¢, € m1(X, x¢) y en virtud de la Proposicién 2.2.9
y como se anticip6 en la Observacion 2.2.10, se verifica que

(plla)lrl = [p*dllr) = [(p* @) * 7] = [p* (g * )] = [pllg * r] = [p|([d][r])

« Elemento neutro: Como se explic6 en la Observacion 2.2.4, la clase del camino cons-
tante [c,,]| acta como elemento neutro, cumpliendo [p| * [c;,] = [cs,] * [p] = [p] gracias
a la Proposicion 2.2.7 que demostramos anteriormente.

« Inverso: Para cada lazo p(t), se verifica que [p] * [p| = [p] * [p| = [cs], por lo que el
inverso de la clase es [p).
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]

Es importante notar que el grupo fundamental depende, a priori, de la eleccion del punto base
xo. Sin embargo, demostramos en la siguiente proposicion que si el espacio X es conexo por
caminos, es decir, para cualesquiera dos puntos 7y, z; € X existe un camino 7y que los une,
entonces el grupo fundamental es independiente del punto base elegido, por lo que es habitual
en este caso hablar de (X)) sin especificar el origen.

Proposicion 2.2.13. Sea X un espacio conexo por caminos, seanxg, x1 € X dos puntos distintos,
entonces m( X, xo) = w(X, x1).

Demostracion. Al ser X un espacio conexo por caminos, podemos garantizar la existencia de
un camino vy : [ — X tal que y(0) = z¢y 7(1) = x;. A partir de este elemento, definimos la
aplicacion ®., : m; (X, x1) = m (X, xo) dada por:

O ([p]) = [y *p 7] (24)

Veamos en primer lugar que esta aplicacion esta bien definida, es decir, que su valor es inde-
pendiente del representante elegido para la clase de homotopia.

Supongamos que tomamos dos lazos homotopos p ~ ¢, de forma que [p] = [¢g]. Haciendo uso
de que la operacion de concatenacion respeta las clases de equivalencia, se tiene:

O, ([p]) = yxpxAl = D+ lpl 7] = D+ lal + 7] = [y x g %7 = @, ([a]) (25

A continuacién, comprobemos que preserva la estructura de grupo (es un homomorfismo).
Sean [p1], [po] € ™1 (X, 1):

Dy ([pa]) * Dy ([p2]) = [y o1 # 7] % [y x p2x 5] = [y p1* (T %) % p2 %7 (2.6)

En virtud de las Proposicién 2.2.8 y Proposicion 2.2.7, el término central [y * -] es hométopo
al camino constante [c,,], por lo que:

[V % p1 % oy ¥ P2 7] = [v % (p1 % p2) * 7] = @, ([p1 * p2]) (2.7)

Finalmente, para demostrar que ®., es un isomorfismo, veamos que es biyectiva exhibiendo
explicitamente su inversa. Tomando el camino inverso 7, definimos de manera analoga ®= :
(X, z9) = 7 (X, z1) como ®5([g]) = [7*¢*~]. Comprobamos la composicion ®~o ®., para
un lazo arbitrario [p] € m(X, x1):

(P50 ®,)([p]) = @5([y xp*7]) = [7* (v xp+7) %] (2.8)

Aplicando la asociatividad en clases de homotopia (Proposicion 2.2.9) y agrupando términos:

7 Al [p] + [7 % 4] = [can] % [p] * [ea,] = [p] (2.9)

Por tanto, ®5 o ®, = Id,, (x,). Realizando el procedimiento analogo para la composicién
inversa obtenemos que existe una inversa por ambos lados biyectiva y homomorfismo, con-
cluimos que es un isomorfismo. Queda asi demostrado que 71 (X, z¢) = m1 (X, x1). O

Para concluir este primer capitulo, y antes de desarrollar herramientas mas potentes para el
calculo del grupo fundamental como el Teorema de Seifert-van Kampen, conviene ilustrar esta
definicion con algunos de los espacios topolégicos mas elementales y recurrentes.
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2.2.3 Algunos grupos fundamentales.

Presentamos a continuacion una serie de espacios cuyos grupos fundamentales pueden ser
calculados de manera relativamente sencilla. Generalmente los argumentos para la obtencion
del grupo fundamental de un espacio requieren de resultados potentes o herramientas mas
complejas.

En primer lugar, encontramos un tipo particular de espacio denominado espacio simplemente
conexo, de gran interés.

Definicion 2.2.14. Sea X un espacio topoldgico, decimos que X es simplemente conexo si:

+ X es conexo por caminos.

- m(X) = {0}

Ejemplo 2.2.15 (Espacios simplemente conexos). Asi, ejemplos de este son los siguientes:

+ El espacio euclideo R": Cualquier lazo en R" puede contraerse al origen mediante la
homotopia lineal F'(s,t) = (1 — s)p(t). Por tanto, m (R") = {0}.

+ La esfera S?: Como podia apreciarse en la Figura 2.4 o en la Figura 2.6, cualquier la-
zo sobre su superficie puede contraerse hasta un punto, de modo que m;(S?) = {0}.
En general, m(S") = {0} para n > 2. Este resultado lo daremos con detalle en el Ca-
pitulo 3 cuando hayamos enunciado y demostrado el Teorema de Seifert-van Kampen
(Teorema 3.1.2).

R2

Figura 2.6: Representacion de la contraccion continua de lazos hacia un punto en el plano R?
(izquierda) y hacia el polo norte en la esfera S? (derecha), ilustrando que ambos espacios son
simplemente conexos.

Ejemplo 2.2.16 (La circunferencia S'). El caso de la circunferencia unidimensional es radi-
calmente opuesto a los que hemos visto. Un lazo en S! puede dar vueltas alrededor del agujero
central. Asi, dos lazos son homotopos si y solo si dan el mismo nimero de vueltas, dando la
orientacion correspondiente (girar en sentido antihorario suma una vuelta, en sentido horario
la resta). De este modo, la clase de homotopia queda completamente determinada por este nii-
mero de rotacion, también conocido como indice. El grupo fundamental es, por tanto, isomorfo
al grupo aditivo de los ntimeros enteros,m; (S') = Z, donde el generador del grupo (el entero
1) corresponde al lazo que da exactamente una vuelta en sentido positivo.

Para calcular el grupo fundamental de espacios mas complejos sin recurrir a la definicion pura,
usamos el concepto de equivalencia homotopica.
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Definicion 2.2.17 (Equivalencia homotodpica). Sean X e Y dos espacios topologicos. Deci-
mos que son homotopicamente equivalentes (0 que tienen el mismo tipo de homotopia), y lo
denotamos por X ~ Y, si existen aplicaciones continuas f : X — Y yg:Y — X tales que
gof ~idyxy fog ~idy. Alasaplicaciones f y g se les denomina equivalencias homotopicas.

La verdadera potencia de esta nocion reside en el siguiente resultado, que justifica por qué
podemos calcular el grupo fundamental de un espacio transformandolo en otro mas sencillo.

Proposicion 2.2.18 (Invarianza homotodpica del grupo fundamental). Sean X e Y espacios
topologicos conexos por caminos. Si f : X — Y es una equivalencia homotopica, entonces el
homomorfismo inducido f, : m (X, xq) — m (Y, f(x0)) es un isomorfismo para todo zo € X.
En consecuencia, 7 (X) = m(Y).

Demostracion. Supongamos que f : X — Y es una equivalencia homotopica con inversa
homotopicag : Y — X.Sea H : X x I — X la homotopia entre idx y g o f. Esta homotopia
define un camino continuo « : I — X dado por «(t) = H(xo,t), que conecta el punto base
original x, con el punto (g o f)(zo).

Para cualquier lazo p basado en z(, la homotopia H proporciona una deformacién continua
del lazo p en el lazo (g o f)(p). Esta deformacion traza una superficie cilindrica en X que nos
permite relacionar ambas clases mediante el camino «.. Formalmente, al evaluar el efecto sobre
el grupo fundamental, se verifica que (g o f).([p]) = [@ * p * a.

En otras palabras, la composicién (g o f). coincide exactamente con el isomorfismo de cambio
de punto base 5 que demostramos en la Proposicion 2.2.13. Dado que (g o f). = g« o fi es
un isomorfismo, deducimos que f, debe ser inyectiva y g, sobreyectiva.

Aplicando un razonamiento analogo para la homotopia entre f o g y idy, deducimos que f,.0g.
también es un isomorfismo, lo que implica que f,. es sobreyectiva. Al ser simultaneamente
inyectiva y sobreyectiva, concluimos que f, es un isomorfismo. O

Haciendo uso de esta proposicion podemos dar el ultimo ejemplo del capitulo.

Ejemplo 2.2.19 (El plano agujereado). Consideremos el plano euclideo al que le quitamos
el origen, X = R?\ {(0,0)}. Geométricamente, podemos retraer por deformacién todo este
espacio sobre la circunferencia unidad S* centrada en el origen, empujando los puntos exte-
riores hacia adentro y los interiores hacia afuera a lo largo de sus radios, tal y como muestra
la siguiente figura:

Figura 2.7: Retracto de deformacion del plano agujereado R?\ {(0,0)} sobre la circunferencia
unidad S*. El lazo ~y conserva su clase de homotopia al proyectarse sobre S*.
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Al tener el mismo tipo de homotopia que la circunferencia, concluimos que: 7r; (R?\ {(0,0)}) =
71 (S') = 7Z Este resultado aparentemente sencillo tiene profundas implicaciones analiticas y
geométricas. En anélisis complejo, justifica por qué la integral de linea de 1/z a lo largo de un
lazo cerrado cuenta el nimero de veces que el camino rodea la singularidad en el origen (el
indice de la curva).

Figura 2.8: Al retraer el plano agujereado sobre S!, podemos clasificar sus lazos segtin el ntime-
ro de vueltas. Al desplegar estas vueltas en un eje vertical, obtenemos una hélice. Cada vuelta
completa sobre S! eleva el camino al siguiente nivel, creando una biyeccién entre las clases de
homotopia y el grupo aditivo de los enteros Z.
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CAPITULO 3

Topologia de los Grupos Libres

En el capitulo anterior se ha mencionado el conocido como problema del homeomorfismo y
hemos avanzado en la construccion del grupo fundamental, herramienta algebraica con la que
podremos estudiar los espacios topologicos. Ahora, nos adentramos en el calculo del grupo
fundamental y relacionaremos esta informacion con su estructura algebraica. Los resultados
fundamentales de este capitulo seran el Teorema de Seifert-van Kampen' y la correspondencia
de Galois entre espacios recubridores y subgrupos del grupo fundamental. Para la redaccion
se ha seguido principalmente [Hat02].

3.1 El Teorema de Seifert-van Kampen

Tal y como se ha introducido, con el grupo fundamental podemos estudiar la topologia de un
espacio. Sin embargo, el calculo directo del grupo fundamental puede ser de gran dificultad,
incluso para espacios aparentemente sencillos. En esta situacion se plantea si es posible aplicar
un enfoque de divide y venceras, es decir, si podemos descomponer un espacio topolégico en
partes mas simples.

Gracias a la Definicion 2.1.11 igual que hicimos con los grupos libres en el Capitulo 2, podemos
dotar a esta construccion algebraica de un significado mucho mas profundo recurriendo a su
propiedad universal. Si el grupo libre era el grupo mas general generado por un alfabeto sin
relaciones, el producto libre es su homologo, construido a partir de Gy y G2, dos estructuras
preexistentes, que comparten un subgrupo comun H.

Proposicion 3.1.1 (Propiedad universal del producto libre). El grupo G, *py G, junto con los
homomorfismos naturales j, : G — G1 xg Go y jo : Gy — Gy xg G, satisface que j, 0 1 =
Ja2 © po. Ademas, para cualquier grupo X y homomorfismos f1 : G1 — K y fo : Gy — K tales
que f1 01 = fo 09, existe un tinico homomorfismo @ : Gy xy Go — K que hace conmutar el
diagrama:

Poji=fi ¥y Poja=/o

!Los articulos originales pueden encontrarse en [Sei31; Kam33]
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P1

H

P2

Figura 3.1: Diagrama conmutativo (pushout) que ilustra la propiedad universal del producto
libre.

A partir del concepto de universalidad pasamos al Teorema de Seifert-van Kampen. Este es-
tablece que, bajo ciertas condiciones de conexidad, el grupo fundamental de la unioén de dos
espacios es precisamente este producto libre, donde H juega el papel del grupo fundamen-
tal de la intersecciéon. La demostracion del teorema puede encontrarse en [Mun02, Teorema
70.1], [Mas91, Theorem 2.1] o [Hat02, seccion 1.2]. Posteriormente si enunciaremos y demos-
traremos una serie de corolarios que se utilizaran para el calculo de grupos fundamentales de
espacios particulares, como el de la S™ que se menciono en el Capitulo 2 o la rosa de n pétalos,
que sera el espacio fundamental en la demostracion del Teorema de Nielsen-Schreier.

Figura 3.2: Representacion de la rosa de n-pétalos.

Teorema 3.1.2 (Seifert-van Kampen). Sea X un espacio topologico y sean U,V C X dos con-
juntos abiertos tales que X = U U V. Supongamos que U,V y U NV son conexos por caminos.
Sea xy € U NV el punto base. Entonces, el siguiente diagrama de homomorfismos inducidos por
las inclusiones es un diagrama pushout en la categoria de grupos:

7T1(Uﬁ V, .1'0) L> 7T1(U, IQ)

o B

’/Tl(‘/, l‘o) l—*> 7T1<X,£L'0)

En particular, el homomorfismo inducido ® : 71 (U, o) %, unv,ee) T1(V T0) = m1 (X, 20) es un
isomorfismo.

A partir del resultado de Seifert-van Kampen es natural enunciar una serie de corolarios que
se siguen de particularizar el teorema para casos concretos de 71 (U N'V), w1 (U) o w1 (V).

Corolario 3.1.3 (m (U N V) = {e}). En las condiciones del Teorema de Seifert-van Kampen,
supongamos que la interseccion U NV es simplemente conexa. En este caso, el grupo fundamental
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del espacio total es el producto libre de los grupos fundamentales de los abiertos:
7T1(X, (L’()) = 7T1(U, (L’g) * 7T1(Vv, Io)

Demostracion. Por el Teorema de Seifert-van Kampen, sabemos que 71 (X, z¢) es isomorfo al
producto libre 7, (U, 2¢) *x,(nv,z0) T1(V, %0). Algebraicamente, este grupo se construye como

el cociente del producto libre 71 (U, x¢) * 71 (V, zo) por la clausura normal generada por las
palabras de la forma 4, ([h])j.([h]) "%, con [h] € 7 (U NV, xy).

Sim (U NV,zg) = {e}, el tnico elemento a considerar es el lazo constante e. Sus imagenes
bajo los homomorfismos inducidos son los elementos neutros respectivos en U y en V. Por lo
tanto, las relaciones se reducen a la identidad ee™! = e. Como la clausura normal del neutro es
unicamente el subgrupo trivial, el grupo cociente coincide exactamente con el producto libre
original sin relaciones adicionales, demostrando el resultado. O]

Corolario 3.1.4 (7 (V') = {e}). En las condiciones del Teorema de Seifert-van Kampen, supon-
gamos que uno de los abiertos, digamos V', es simplemente conexo. Entonces, el grupo fundamental
de X es el grupo fundamental de U cocientado por las relaciones que provienen de la interseccion:

7T1(X,I0) g7'('1((],33'0)/<<Z*(7'l'1((]m‘/,J}()))>> (31)

Demostracion. Aplicando la construccion del producto libre, formamos en primer lugar el pro-
ducto libre de los grupos fundamentales de los abiertos. Dado que 7 (V, zo) = {e}, este pro-
ducto se reduce a 71 (U, zo) * {e} = m (U, zy).

Para cualquier clase de homotopia [h] € 7 (U NV, zy), su imagen bajo el homomorfismo
Je - m(UNV,zo) = m1(V, z0) es necesariamente el elemento neutro e, puesto que la imagen
de j. debe estar contenida en el grupo trivial. En consecuencia, las palabras que generan el
subgrupo normal de las relaciones son de la forma i,([h])j.([h])™! = i.([h])e™" = i.([h]).
Al realizar el cociente por la clausura normal de estos elementos, obtenemos exactamente la
expresion del enunciado. [

Corolario 3.1.5 (1 (U) = {e} y m (V) = {e}). En las condiciones del Teorema de Seifert-van
Kampen, supongamos que tanto U como V' son simplemente conexos. Entonces, el grupo resultante
es el trivial independientemente de la interseccion:

7T1(X, ilfg) = {6} (32)

Demostracion. Partimos de las hipotesis 71 (U, o) = {e} y m1(V, zo) = {e}. El producto libre
de dos grupos triviales es, de manera inmediata, el grupo trivial {e} * {e} = {e}. El grupo
fundamental del espacio total X se obtiene realizando un cociente sobre este producto libre
por la clausura normal de las relaciones de la interseccion. Puesto que el unico cociente posible
del grupo trivial es él mismo, el resultado de esta operacion es m; (X, xg) = {e}. O

Asi, pasemos a dar un ejemplo fundamental de aplicacion del Teorema 3.1.2 para el calculo del
grupo fundamental.

Ejemplo 3.1.6 (La esfera S” para n > 2). Consideremos la esfera n-dimensional S". Pa-
ra calcular ahora su grupo fundamental, la recubrimos con dos conjuntos abiertos U y V.
Sean N = (0,...,0,1) el polo norte y S = (0,...,0,—1) el polo sur. Definimos: U =
STN{N} vy V=8"\{5}
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U =2\ {N}
Unv ~s!

V =8%\ {5}
S

Figura 3.3: Recubrimiento de la esfera S* mediante los abiertos contractiles U y V. Su inter-
seccion forma una franja conexa por caminos.

Es evidente que X = U U V. Mediante la proyeccion estereografica, sabemos que tanto U
como V' son homeomorfos al espacio euclideo R™. Al ser R™ contractil, ambos abiertos son
simplemente conexos, es decir, 71 (U) = {e} y m (V) = {e}. La interseccion U NV = S™ \
{N, S} es homeomorfa a un cilindro infinito S"™' X R, el cual se retrae por deformacién al
ecuador S '. Como n > 2, esta interseccidn tiene dimensiéon n — 1 > 1, porloqueUNV
es conexo por caminos (condicion indispensable para aplicar el teorema). Al cumplirse todas
las hipotesis, aplicamos el Tercer Corolario deducido de Seifert-van Kampen (Corolario 3.1.5):
al ser la union de dos abiertos simplemente conexos con interseccién conexa por caminos,
concluimos de forma directa que:
m(S") = {e}

Observacion 3.1.7. Es importante resaltar por qué este poderoso argumento falla geométri-
camente para la circunferencia (n = 1). En S, la interseccion U N’V = S' \ {N, S} consta
de dos arcos disjuntos, por lo que deja de ser conexa por caminos, inhabilitando el uso del
Teorema 3.1.2 con este recubrimiento particular.

Asi, hemos ilustrado cual sera la estrategia general:

+ En primer lugar, recubriremos nuestro espacio topologico X con dos conjuntos abiertos
U y V que sean conexos por caminos y cuyos grupos fundamentales sean conocidos o
mas sencillos de calcular.

« Estudiaremos la topologia de la interseccion U M V. Es imperativo comprobar que esta
region es conexa por caminos para garantizar la aplicabilidad del teorema, tras lo cual
calcularemos su grupo fundamental 7 (U N'V').

+ Analizaremos los homomorfismos inducidos por las inclusiones ¢ : UNV — Uy j:
UNV — V.Enla practica, esto significa observar como se transforman los generadores

del grupo fundamental de la interseccion al considerarlos como lazos dentro de U y de
V.

« Finalmente, aplicaremos el Teorema de Seifert-van Kampen para obtener el grupo fun-
damental del espacio total 7 (X).

Con esta metodologia, estamos preparados para el calculo del grupo fundamental del espacio
que conectara los grupos libres con la topologia: la rosa de n pétalos.
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3.1.1 El grupo fundamental de la rosa de n pétalos

Con la maquinaria del Teorema de Seifert-van Kampen establecida, estamos en disposicién de
calcular el grupo fundamental del espacio topoldgico que servird como piedra angular para
nuestra demostracion geométrica: la rosa de n pétalos (o bouquet de circunferencias).

Definicion 3.1.8 (Rosa de n pétalos). La rosa de n pétalos es el espacio construido al agrupar
n circunferencias identificando un punto de cada circunferencia en un tnico punto comun. De
manera formal queda determinada como:

Xn:\_rl/lSlzggl/w (3.3)

donde \/ denota la unién de espacios topoldgicos identificando un punto comun mediante
la relacion de equivalencia ~, que en este caso sera el punto central al que habitualmente
denotaremos como .

Ejemplo 3.1.9. La Figura 3.4 muestra la diferencia entre la unioén disjunta de dos circunferen-
cias con la unién con identificacion puntual. En la primera, el espacio resulta ser no conexo
mientras que en el segundo obtenemos la rosa entrelazada por el punto central.

(a) Uni6n disjunta S* LU St (b) Bouquet S' v St

Figura 3.4: Comparacioén entre union disjunta y unién con identificaciéon puntual

Proposicion 3.1.10. Sea X,, = /" S' la rosa de n pétalos. Entonces su grupo fundamental es

el grupo libre de n generadores, es decir, m(X,,) = F,,, donde F,, = 7 * " %7 denota al producto
libre de . copias de 7.

Demostracion. Realizaremos la demostracion por induccion sobre el nimero de pétalos n, apli-
cando el Teorema de Seifert-van Kampen. Consideramos g el punto central donde conectan
todos los pétalos, entonces:

+ Sin = 1, entonces tenemos la circunferencia S, cuyo grupo fundamental argumentamos
en el Ejemplo 2.2.16, es Z, que es el grupo libre de 1 generador F7.

« Supongamos que el resultado es cierto para la rosa de n — 1-pétalos, es decir, que
7Tl<Xn71) = B

« Tomemos un punto p # x; en el n-ésimo pétalo, al que denotaremos F,. Definimos asi
U := X, \ {p}. Como se ilustra en la Figura 3.5, este conjunto forma un arco abierto
que puede retraerse hasta el punto central z; de modo que U = X,,_,, pues estamos
eliminando uno de los pétalos. Por hipotesis de induccion, obtenemos que m(U) =
F,_.
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\ —> Z0
~~P
U=Xn\{p} > Xn—1

Figura 3.5: Deformacion del conjunto U, ilustrando que w1 (U) = F,,_;.

Por otro lado, tomemos ahora, para cada i € {1,...,n — 1},¢; # xo. Definimos asi
V= X, \ {¢1,---,qn_1}- De manera analoga a lo que hicimos con U, retraemos los
pétalos partidos hacia x( de modo que observamos (Figura 3.6) cémo V' = S! y por tanto

71'1(V) = 7.

V=X \{q1,...,qn} ~ gl

Figura 3.6: Deformacion del conjunto V', mostrando que 7 (V') = Z = F}.

Vemos a continuacion que U NV = X, \ {p,q,...,¢u—_1}. Asi, esto forma un espa-
cio contractil a xy, pues tenemos todos los pétalos abiertos, de manera que podemos
retraerlos a un conjunto estrellado y posteriormente al punto central x,, tal y como se
representa en Figura 3.7. De este modo, m (U NV') = {e}.

— = —

Figura 3.7: Retraccion de U NV en el punto central z(, demostrando que su grupo fundamental
es trivial.

Q2u\ - dn—1

»:

Uny T

Nos encontramos asi bajo las condiciones del Corolario 3.1.3:

- Los conjuntos U y V' son abiertos: Considerando la rosa de pétalos X,, como
un subespacio topoldgico de R?, sabemos que cualquier conjunto finito de puntos
(como {p} o {q1,...,qn_1}) es cerrado en R% Su complementario en R? es, por
tanto, un conjunto abierto. Por definicion de la topologia inducida, al intersecar
estos abiertos con X,, obtenemos precisamente U y V, lo que garantiza que son
abiertos en X,,.

- U,V yUnNYV son conexos por caminos: Todos los conjuntos resultantes estan
formados por uniones de circunferencias enteras o arcos abiertos que se intersecan
obligatoriamente en . Por consiguiente, cualquier punto puede conectarse con el
origen mediante un camino contenido integramente en su propio pétalo.
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- 29 € U N V: Por construccion, los puntos eliminados p y ¢; son estrictamente
distintos de x(, garantizando que el punto base pertenece a la interseccion.

- m(UNV) = {e}: Lo hemos probado al final de la demostracion.

y por tanto
7Tl<Xn) = 7T1(U) * 7T1(V) = anl x 7 = Fn (34)

Concluyendo la demostracion.

]

Observacion 3.1.11. Hemos demostrado que el grupo fundamental de la rosa de n pétalos es
el grupo libre de n generadores. Por ejemplo, en dos dimensiones F, = Z * Z, o pensando en
términos de generadores y relaciones, tenemos (1, x2, |). Esto difiere del grupo fundamental
del toro T?, que es (a,b | aba™*b~') = Z @& Z, es decir, el grupo de dos generadores con la
relacion de conmutatividad. La siguiente figura representa la diferencia entre ambos espacios.

X9 X1
50 w
zg
T? X
(a) Toro con sus generadores. (b) Rosa X2 con sus generadores.

Figura 3.8: Comparacion entre el Toro y la Rosa de 2 pétalos. En el toro (a), los caminos a y b
conmutan debido a la estructura de la superficie (ab = ba). En la rosa (b), los lazos z1 y x2 son
independientes y no satisfacen ninguna relacion.

Hemos demostrado de este modo que tenemos un objeto topoldgico, la rosa de n pétalos, cuyo
grupo fundamental es el grupo libre F,,. Mediante esta conexion tenemos establecida una rela-
cion directa entre grupos libres y espacios topologicos, que es el objetivo que se perseguia con
la nocion de grupo libre. Con el Teorema de Seifert-van Kampen, descompusimos un espacio
en partes elementales conocidas. Sin embargo, nuestro objetivo central exige comprender la
estructura no solo del grupo libre, sino de sus subgrupos. Llegados a este punto, es natural
plantearse la siguiente cuestion: si el grupo libre equivale topolégicamente a la rosa de péta-
los, ;qué objeto topoldgico encarna a sus subgrupos? Resulta anti-intuitivo descubrir que la
respuesta no se halla buscando subespacios dentro de la rosa, sino estudiando aquellos espacios
que la envuelven. En lo que resta de capitulo, recorreremos este camino inverso, guiados por
las siguientes preguntas:

Dado un espacio topologico arbitrario, ;como podemos recubrirlo? Y en tal caso, ;qué relacion algebraica
se establece entre sus respectivos grupos fundamentales?

3.2 Espacios Recubridores y Levantamientos

La idea de espacio recubridor es la de un espacio £ que envuelva nuestro espacio X de manera
que la estructura global de £’ sea mas simple o nos permita simplificar su analisis.
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Ejemplo 3.2.1. Uno de los ejemplos canoénicos es la recta real R, que recubre la circunferencia
mediante la aplicaciéon p(t) = e*™. Esta aplicacion enrolla la recta infinitas veces sobre la
circunferencia, asociando a cada intervalo [n,n + 1] a una vuelta completa.

Figura 3.9: Visualizacion del recubrimiento p : R — S! dado por p(t) = ™.

3.2.1 Espacios recubridores

Asi, deberemos ser capaces de establecer las caracteristicas de las aplicaciones que permitan
desarrollar esta idea. Comencemos definiendo este concepto.

Definicion 3.2.2 (Aplicaciéon de recubrimiento). Sean X y £ dos espacio topoldgicos, una
aplicacion continuap : £ — X, decimos que p es una aplicacion recubridora o de recubrimiento
si:

I: p es sobreyectiva

II: Para cada x € X, existe un entorno abierto U de z tal que p~'(U) = U, V; con:
- Vi € I,V abierto de E.
- Vi, jeli#jViOV;=0.

- Vi€ I,p, : V; = U es un homeomorfismo.

Observacion 3.2.3. En estas condiciones, decimos que F es el espacio recubridor o de recubri-
mientoy a los abiertos U se los conoce como abiertos distinguidos, trivializantes o regularmente
cubierto, nosotros haremos uso de esta primera denominacion.

A partir de la definicion podemos extraer ciertos resultados que seran de utilidad.

Proposicion 3.2.4. Seap : E — X una aplicacion recubridora, entonces se verifica:
I: p es una aplicacion abierta y en particular homeomorfismo local.

II: La topologia Tx de X es la topologia cociente 7. dada por la aplicacion p.
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Demostracion. En primer lugar, sea A C F un abierto. Para ver que p es abierta, debemos
probar que p(A) es abierto en X. Sea © € p(A), existe e € A tal que p(e) = x. Por ser p
recubridora, existe un abierto distinguido U tal que z € Uy p ' (U) = U;e/V;. Sea Vj la
componente que contiene a e. Puesto que A y V; son abiertos en F, su interseccion A N V;
es un abierto en V;. Como ply; : V; — U es un homeomorfismo, la imagen p(A N V;) es un
abierto en U (y por tanto en X). Dado que z € p(ANV;) C p(A), hemos encontrado un
entorno abierto de x contenido en p(A), luego p(A) es abierto.

Para ver la segunda de las propiedades, recordemos que p induce la topologia cociente si p
es sobreyectiva, continua y una aplicacién abierta [Mun02, Teorema 22.1]. Por el apartado
anterior, p es abierta y sobreyectiva por definicion, luego la topologia de X coincide con la
identificacion por p. ]

Observacion 3.2.5. La propiedad II del lema establece una relacién entre homeomorfismos y
aplicacion de recubrimiento en la que debemos deternos brevemente para examinarla.

Proposicion 3.2.6. Sea f : F — X un homeomorfismo, entonces f es aplicacion de recubri-
miento.

Demostracion. Por la definicion de homeomorfismo, tenemos que tomando Vo € X, U = X
se verifica que:

+ f es sobreyectiva, pues es homeomorfismo.

« Tenemos que Vz € X, f~1(U) = E, que verifica las condiciones de abierto trivializante
pues

— E es abierto de E.
— Al considerar inicamente U = X, no hay con quien intersecar

— La restriccidén coincide con f, que es homeomorfismo por suposicion.

]

Asi, hemos demostrado que homeomorfismo = aplicacion de recubrimiento, sin embargo,
no se da la equivalencia, como se ilustra en los siguiente ejemplos.

Ejemplo 3.2.7. Tomando la inclusion i : R.y — R, es un homeomorfismo local, aplicacion
abierto pero no de recubrimiento pues no es sobreyectiva. Lo cual parece coherente con la idea
de recubrir nuestro espacio, pues Ry C R.

Ejemplo 3.2.8. Consideramosp : R-o — S! dada por p(t) = €™ y tomemos como referencia
la Figura 3.9, donde se tomaba todo R. Esta aplicacion es sobreyectiva y un homeomorfismo
local. Sin embargo, en contraposicién al Ejemplo 3.2.1, para el punto zo = (1,0) = p(1) =
p(2) ..., cualquier entorno abierto distinguido U deberia tener una preimagen formada por
una unioén disjunta de abiertos V; homeomorfos a U.

No obstante, dado que el dominio est4 restringido a R~y = (0, 00), la preimagen p~!(U) siem-
pre contendra un intervalo de la forma Vj, = (0, €) cerca del origen. Al restringir la aplicacién
p a este conjunto V{, la imagen p(V;) es inicamente un medio arco que parte de x( en sentido
antihorario, cubriendo solo la mitad superior de U. En consecuencia, p|y, : Vo — U no es
sobreyectiva y, por ende, no puede ser un homeomorfismo.
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Un término que toma especial relevancia en el estudio de espacios recubridores es el conjunto
-1
P~ (o),

Definicion 3.2.9. Sean X, E dos espacios topologicos, p : £ — X una aplicacién de recubri-
miento. Sea zy € X, al conjunto p~!(z,) se le conoce como fibra sobre x.

Esta representa el conjunto de puntos en el espacio recubridor £ que se proyectan sobre el
punto base z(. Entre otras propiedades, en la siguiente proposiciéon comprobamos que todas
las fibras tienen el mismo cardinal.

Proposicion 3.2.10. Sea p : E — X una aplicacion de recubrimiento, entonces para cada
z,y € X se verifica que #p~'(z) = #p~(y).

Demostraciéon. Definamos la siguiente aplicacién f : X — N dada por f(z) = #p~'(x). Para
ver que f es constante, tomemos z,y € X y un camino vy : [0,1] — X tal que v(0) = z y
7(1) = y. Por ser p una aplicacién de recubrimiento, existe un levantamiento 4 : [0,1] — E
tal que po~ = . Dado que 7 es continua y [0, 1] es conexo, la imagen 7([0, 1]) es un conjunto
conexo en I/. Ademas, como p es una aplicacion de recubrimiento, cada punto en la fibra pt (x)
tiene un entorno abierto en £ que se proyecta de manera homeomorfa sobre un entorno de x
en X. Esto implica que el niumero de puntos en la fibra sobre cualquier punto de X debe ser
el mismo, ya que el levantamiento 7 conecta las fibras sobre z e y. Por lo tanto, concluimos
que #p~'(z) = #p~'(y) para todos los puntos z,y € X, lo que demuestra que el nimero de
puntos en cada fibra es constante a lo largo de X. [

3.2.2 Levantamientos

Hasta ahora hemos respondido a una de los dos preguntas con las que iniciamos la seccion.
Efectivamente, la aplicacion recubridora nos permite establecer cierta relacion entre dos espa-
cios topoldgicos. Sin embargo, no hemos hecho referencia alguna al grupo fundamental. En la
introduccion a la Definicion 2.2.11 vimos como los lazos de un espacio son los que determinan
su grupo de fundamental, por ello, introduciremos el concepto de levantamiento. La idea es
clara: Estudiar la estructura que toman los caminos del espacio original sobre el espacio re-

cubridor. De este modo, avanzaremos en la relacion que queremos establecer entre 71(X) y
m(E)

Definicion 3.2.11 (Levantamiento). Seap : ' — X una aplicacion continua. Dado un espacio
topoloégico Y y una aplicaciéon continua f : Y — X, un levantamiento de f es una aplicacion
continua f : Y — E tal que po f = f. Esta relacion se visualiza mediante el requisito de que
el siguiente diagrama conmutativo se cierre adecuadamente:

Y —™X

En nuestro contexto, Y sera frecuentemente el intervalo unitario [0, 1] (cuando f sea un camino
o lazo) o el cuadrado [0, 1] x [0, 1] (cuando f sea una homotopia).
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Es importante realizar una serie de observaciones acerca del levantamiento de caminos.

Observacion 3.2.12. La relacion que exige p o f = f no garantiza la existencia del inverso
f =pto f,solola conmutatividad del diagrama.

Observacion 3.2.13. Ellevantamiento de un lazo no es necesariamente unlazo. Si~y : [0, 1] —
X es un lazo con base en r, su levantamiento ¥ comenzara en un punto ¢y € p~'(zg). Sin
embargo, el extremo final §(1) solo tiene que cumplir que p(5(1)) = x¢, es decir, terminara
en algiin punto de la fibra sobre z, pero no tiene por qué ser el mismo ey.

Parece entonces un paso razonable intentar definir unas condiciones bajo las cuales podamos
afirmar la existencia del levantamiento y también, en caso de existir, su unicidad. Enunciamos
asi los siguientes resultados, cuyas demostraciones se encuentran en el Apéndice B.

Lema 3.2.14 (Criterio de levantamiento). Seap : (F,eq) — (X, x¢) una aplicacion de recubri-
miento y sea Y un espacio conexo por caminos y localmente conexo por caminos. Una aplicacion
continua f : (Y,yo) — (X, xo) admite un levantamiento f : (Y,yo) — (E,ep) si y solo si se
cumple:

fo(mi(Yi90)) C pu(mi(E, eo)) (3.5)

Lema 3.2.15 (Unicidad de levantamiento). Sean X un espacio topoldgico, p : E — X una
aplicacion de recubrimientoy f : Y — X una aplicacion continua con'Y conexo. Si tomamos
o € X,yo € Y, e9 € E tales que f(yo) = xo = p(eg). Si'Y es conexo, entonces f es iinica.

Observacion 3.2.16. Los resultados dados estan asociados a los caminos del espacio topolo-
gico. En este sentido, podemos dar sus equivalentes para homotopias: si dos caminos 7y; y 2
son homoétopos en X, la homotopia que los relaciona también se levanta a . En consecuencia,
sus respectivos levantamientos ; y 7, (con el mismo origen) seran homoétopos en E 'y, por
tanto, terminaran exactamente en el mismo punto de la fibra.

Recobrando la nocién algebraica de los preliminares, podemos continuar en el camino de pro-
fundizar en la relacion entre los espacios topologicos y los grupos fundamentales.

Definicion 3.2.17 (Homomorfismo inducido). La aplicacién continua p : (F,eq) — (X, x0)
induce un homomorfismo de grupos p, : m(E, ey) — 71 (X, o) definido por la composicion

de lazos: p.([7]) = [p o 7]

De la definicion y de las propiedades de levantamiento podemos establecer directamente el
siguiente resultado, que nos acerca definitivamente a la respuesta que buscabamos.

Proposicion 3.2.18. El homomorfismo p, : m1(FE, eq) — 7 (X, xo) inducido por la aplicacion
de recubrimientop : E — X es inyectivo. Adicionalmente, se cumple que:

(0] € pu(mi(E, e0)) <= f(0) € m(E, ep) (3.6)

es decir, la imagen del subgrupo p.(m (E,eg)) en (X, xo) esta formada exactamente por las
clases de homotopia de lazos en X basados en x( cuyos levantamientos en E con base en e, son
también lazos.
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Demostracion. Para demostrar la inyectividad, tomemos una clase de homotopia [7] € ker(p.).
Esto significa que p.([¥]) = [p o 7] = [cs,], donde ¢, es el lazo constante en z.

Por definicion, existe una homotopia F' : [0, 1] x [0, 1] — X que deforma el lazo po# en el lazo
constante c,,. Utilizando la propiedad de levantamiento de homotopias (Observacion 3.2.16),
esta homotopia F se levanta a una homotopia tnica F' en E que comienza en 7. Dado que el
levantamiento del lazo constante c,,, (que empieza en ¢y) es el lazo constante c.,, por la unicidad

del levantamiento, concluimos que F' es una homotopia entre 4 y ¢,,. Por lo tanto, [7] = [c,],
el elemento neutro de m; (F, eg). Al tener un nucleo trivial, p, es inyectivo.

La caracterizaciéon de la imagen se sigue directamente de la Observacion 3.2.13: un lazo se
mapea dentro del subgrupo si y solo si su levantamiento logra cerrarse en e. O

Esta inyectividad nos permite identificar algebraicamente el grupo fundamental del recubridor
con un subgrupo del grupo fundamental de la base: H = p,(m1(F, €g)) < m1 (X, x0).

3.2.3 Recubridor Universal

De los resultados anteriores se deduce un caso particular de especial relevancia. Si el espacio
recubridor E es simplemente conexo, entonces su grupo fundamental es trivial, por lo que
su imagen sera el subgrupo trivial H = {e}. Este recubridor maximal recibe el nombre de
recubridor universal.

Definicion 3.2.19 (Recubridor Universal). Un espacio recubridor p : £ — X se denomina
recubridor universal de X si E es conexo por caminos y simplemente conexo (7 (E) = {e}).

La nocién de universalidad viene motivada por la siguiente proposicion:

Proposicion 3.2.20. Sean E, F' y X espacios topologicos conexos por caminos y localmente co-
nexos por caminos. Seap : F — X una aplicacion de recubrimiento con E simplemente conexo.
Dada cualquier aplicacion recubridora r : ' — X, entonces existe una aplicacion recubridora
q:FE — Ftalqueroq=p

X

Figura 3.10: Diagrama conmutativo que ilustra la propiedad universal del recubridor universal
E. Cualquier otro recubridor F' es recubierto por F.

Ahora bien, probablemente la pregunta mas natural que podemos hacernos es:
Jcuando existe este recubridor universal?

Démosle respuesta.
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Definicion 3.2.21 (semilocalmente simplemente conexo). Sea X un espacio topoldgico, de-
cimos que X es semilocalmente simplemente conexo si Vr € X,3U entorno abierto de x tal
que, para todo lazo basado en = contenido en U se verifica que este es homotopo en X al lazo
constante en x.

Para ilustrar esta nocion recurrimos a los siguientes ejemplos:

Ejemplo 3.2.22. Cualquier variedad diferenciable es un espacio semilocalmente simplemente
conexo. En estos espacios, todo punto posee un entorno contractil, por lo que cualquier lazo
contenido en él se contrae a un punto de manera trivial, cuampliendo la definicion.

Ejemplo 3.2.23 (El Pendiente Hawaiano). Consideremos el pendiente hawaiano, definido co-
mo la unién infinita de circunferencias C,, de radio 1/n tangentes en el origen, es decir, cen-
tradas en (1/n,0). Si tomamos el punto base xy = (0, 0), cualquier entorno abierto U de x,
por pequerio que sea, contendra infinitas circunferencias completas C}; (para k suficientemen-
te grande). Un lazo que recorra una de estas circunferencias C}, contenidas en U no puede
contraerse al punto base ni dentro de U, ni dentro del espacio total X.

i

Figura 3.11: El pendiente hawaiano. Cualquier entorno abierto U del punto base z( encie-
rra completamente infinitas circunferencias Cj, (con k suficientemente grande). Los lazos que
recorren estas circunferencias no son contractiles, lo que impide que el espacio sea semilocal-
mente simplemente conexo.

Observacion 3.2.24. Cabe preguntarse si, al existir el término semilocalmente simplemente
conexo, es posible que haya un espacio localmente simplemente conexo. La respuesta es afir-
mativa. Esta es una propiedad méas fuerte que la primera, pues exige que cada punto tenga un
entorno abierto U tal que cualquier lazo contenido en U se contraiga a un punto dentro de
U mismo, no solo dentro del espacio total. La implicacion es tal que localmente simplemente
conexo = semilocalmente simplemente conexo, pero no al revés. De hecho, el pendiente
hawaiano del Ejemplo 3.2.23 de espacio que es semilocalmente simplemente conexo pero no
localmente simplemente conexo, ya que cada punto tiene entornos donde los lazos se contraen
en el espacio total, pero no dentro de esos entornos.

Asi pues enunciamos el siguiente resultado:

Teorema 3.2.25. Sea X un espacio topologico. X admite recubridor universal si, y solamente si
X es semilocalmente simplemente conexo.
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Observacion 3.2.26. Aunque omitimos la demostracion formal por su longitud técnica, es
importante entender como se construye este recubridor universal. Si asumimos que existe,
la propiedad de unicidad de levantamiento (Lema 3.2.15) es de gran utilidad, pues los puntos
del recubridor E se construyen como las clases de homotopia de caminos en X que parten del
punto base xg. Esto quiere que, un punto & € F es en realidad un camino [7] en la base, y la
proyeccion natural es simplemente evaluar el final del camino: p([y]) = (1). La condicién de
ser semilocalmente simplemente conexo es exactamente la pieza técnica requerida para poder
dotar a este conjunto de caminos de una topologia valida que convierta a la proyeccion p en
un homeomorfismo local, evitando que las hojas del recubridor se peguen como ocurre en el
pendiente hawaiano (Ejemplo 3.2.23).

3.2.4 Correspondencia de Galois

Finalmente, llegamos al resultado que corona la teoria de espacios recubridores. Del mismo
modo que el Teorema Fundamental de la Teoria de Galois establece una dualidad entre sub-
cuerpos y subgrupos, en topologia algebraica existe un paralelismo entre espacios recubridores
y subgrupos del grupo fundamental. De hecho, recibe su nombre precisamente de esta simili-
tud.

Teorema 3.2.27 (Correspondencia de Galois para recubridores). Sea X un espacio conexo por
caminos, localmente conexo por caminos y semilocalmente simplemente conexo. Fijado un punto
base x( € X, existe una biyeccion entre:

« El conjunto de clases de isomorfismo de espacios recubridores conexos por caminos p :
(E, 60) — (X, xo).

« El conjunto de subgrupos H < m(X, xo).

Observacion 3.2.28. Mediante este resultado, dado un subgrupo cualquiera H < (X, x),
podemos garantizar que H = p,(m(E, ey)) para algin espacio recubridor £ tnico salvo iso-
morfismo. En particular, si H = {e}, el espacio E asociado es el recubridor universal. Como
habiamos anticipado, esta biyeccion invierte el orden: subgrupos mas pequefios corresponden
a recubridores topologicamente mas grandes.

Cerramos este capitulo con el esquema completo para abordar nuestro teorema. Hemos de-
mostrado que el grupo libre es, topoloégicamente, la rosa de n pétalos (Proposicion 3.1.10).
Ademas, por la correspondencia de Galois, sabemos que entender un subgrupo del grupo libre
es equivalente a estudiar un espacio recubridor de la rosa. Asi, el dltimo paso que queda es
precisamente esto, ;qué espacios recubren la rosa de n pétalos?
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CAPITULO 4

Grafos Topologicos

Tal y como acabamos de concluir en el capitulo anterior, la clave para entender los subgrupos
de un grupo libre reside en clasificar los espacios que recubren a la rosa de n pétalos. Para
poder determinar las propiedades topoldgicas y algebraicas de estos recubridores, necesita-
mos formalizar el entorno en el que trabajaremos. Por ello, introduciremos a continuacion los
grafos topologicos y avanzaremos en su construccién hasta el lema que concluye los recur-
sos necesarios para realizar la demostraciéon del Teorema de Nielsen-Schreier en el siguiente
capitulo.

4.1 Complejos y Grafos Topologicos

Para construir formalmente la nocién de grafo topologico es necesario introducir previamente
el concepto de complejos. La visualizacion del paso de grafo geométrico, entendido como un
conjunto de aristas y vértices al grafo topologico se sigue de dotar a estos conjuntos de una
estructura que podamos tratar como un espacio topoldgico. En este sentido, definimos los n-
simplices.

Definicion 4.1.1 (n-simplice). Sea {xg, z1,...,2,}, con n € N, un conjunto de n + 1 pun-
tos afinmente independientes' en algin R™ m > n. Definimos el n-simplice A" como el
conjunto de puntos = que se pueden escribir como combinacién convexa de los x;, es decir,
r=Y 1 tizicont; >0y > "  t; = 1. Formalmente:

Asi, una vez tenemos definida nuestra unidad basica, podemos proseguir en nuestra tarea en-
samblando estas piezas, dando lugar a la definicion de complejo simplicial.

Definicion 4.1.2 (Complejo simplicial). Dado un conjunto de simplices en R, llamamos com-
plejo simplicial a una coleccion K de simplices tal que se satisface:

+ Toda cara de un simplice de K pertenece también a K.

« La interseccion de dos simplices de /' o bien es vacia, o es una cara comun a ambos.

'!Un conjunto de puntos se dice afinmente independiente si el conjunto de vectores asociados
{zoxi,xT0T3,...,Toxs,} es linealmente independiente. Equivalentemente, si ningiin punto esta en el subespa-
cio afin generado por los demaés
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La dimension del complejo es el maximo de las dimensiones de los simplices que lo componen.

Ejemplo 4.1.3. De manera natural podemos desear que las figuras geométricas y variedades
con las que trabajamos sean homeomorfas a complejos simpliciales, pues desde el punto de
vista topologico facilita enormemente su estudio analitico y computacional. En este sentido, el
teorema de triangulacion de superficies [Rad25] nos indica que toda superficie compacta puede
construirse mediante triangulos, es decir, es homeomorfa a un complejo simplicial bidimen-
sional®.

Observacion 4.1.4. Los complejos simpliciales resultan ser una herramienta excesivamente
rigida si nuestro objetivo es generalizar la nociéon geométrica de grafo. Esto se debe a que la
definicion exige que la intersecciéon de dos simplices sea vacia o exactamente una cara comun.
Por ejemplo, para triangular una simple circunferencia S! como un complejo simplicial de
dimension 1, necesitamos al menos tres vértices y tres aristas (un triangulo). Sin embargo,
topologicamente es mucho mas natural y eficiente pensar en la circunferencia como un nico
vértice al que se le adjunta una Unica arista cuyos dos extremos se pegan en dicho vértice (un
lazo).

Para dotar a nuestros espacios de esta flexibilidad geométrica y evitar triangulaciones redun-
dantes, damos el salto a los complejos CW (Closure-Finite Weak-Topology), introducidos por J.
H. C. Whitehead en 1949 [Whi49]. En lugar de utilizar simplices rectos, esta categoria permite
construir espacios adjuntando celdas topoldgicas continuas, formalizando la nocién construc-
tiva mediante esqueletos.

Definicion 4.1.5 (Esqueleto y Complejo CW). Un espacio topologico X es un complejo CW
si puede construirse de manera inductiva mediante una sucesion de subespacios X", denomi-
nados n-esqueletos, que satisfacen las siguientes condiciones:

1. El0-esqueleto X" es un espacio discreto, es decir, un conjunto de puntos que llamaremos
0-celdas.

2. El n-esqueleto X" se forma adjuntando una familia de n-celdas (homeomorfas a dis-
cos cerrados D") al esqueleto de dimensién inferior X"~ 1. Esto se realiza a través de
aplicaciones continuas ¢, : D™ — X", conocidas como aplicaciones de adjuncion.

El espacio total X se define como el limite directo (o union) de todos sus esqueletos, X =
|U,, X™, dotado de la topologia débil: un conjunto A C X es cerrado siy solo si A Ne, es
cerrado para la clausura de cada celda e,,.

Asi, para el objetivo de este capitulo, que era la nocion de grafo topologico, nos podemos res-
tringir al caso de dimension 1, de este modo definimos.

Definicion 4.1.6 (Grafo topologico). Un grafo topologico es un complejo CW de dimension
1. Esta formado tinicamente por un conjunto discreto de vértices (0-celdas) y un conjunto de
aristas (1-celdas homeomorfas a intervalos [0, 1]), cuyos extremos se pegan a los vértices.

Generalizamos asi la nocion de grafo combinatorio, permitiendo la existencia de aristas mul-
tiples entre dos vértices y lazos (aristas cuyos dos extremos se pegan al mismo vértice). En

2Por el contrario, gracias a Markov [Mar58], sabemos que el problema general del homeomorfismo es indeci-
dible para variedades de dimensién mayor o igual a 4.
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matematica discreta es habitual excluir este tipo de situaciones con la definiciéon de grafo sim-
ple, sin embargo, notemos que la propia rosa de n pétalos que estudiamos en el Capitulo 3 es
un grafo topoldgico con un Unico vértice y n aristas en forma de lazo.

4.2 Arboles Maximalesy el Grupo Fundamental de un Gra-
fo

Dentro de la teoria de grafos, son de especial interés historico y analitico los conocidos como
grafos eulerianos’ y hamiltonianos*. Aunque no profundizaremos en el estudio detallado de
estos conceptos, es destacable la profunda asimetria que presentan en la ciencia de la compu-
tacion actual y su estrecha relacion con la complejidad algoritmica. Mientras que el problema
de determinar si un grafo es euleriano fue resuelto por Leonhard Euler en 1736 (dando origen
formal a la teoria de grafos con el célebre problema de los puentes de Kénigsberg) y cuenta
con algoritmos de resolucion en tiempo polinomial (P), el problema de determinar si un gra-
fo es hamiltoniano representa un problema /N P-completo. Este ultimo constituye uno de los
problemas fundamentales en la teoria de la complejidad para los cuales atin no se conoce una
solucion eficiente generalizada.

Por otro lado, existe una subfamilia de grafos que resulta ser el elemento estructural primor-
dial para el estudio algebraico que nos ocupa en este capitulo: los arboles. Geométricamente,
un arbol representa el esqueleto minimal de un grafo; es una subestructura que mantiene la
conectividad del espacio original pero elimina cualquier tipo de redundancia, que viene com-
prendida por el concepto de los ciclos de un grafo. Esta ausencia absoluta de lazos implica que,
desde el punto de vista homotopico, un arbol no posee agujeros y, por tanto, puede contraer-
se continuamente hasta un dnico punto. Veremos que todo grafo conexo contiene un arbol
que abarca todos sus vértices, lo cual nos permitira concentrar toda la complejidad del grupo
fundamental exclusivamente en las aristas que quedan fuera de dicho arbol.

Definicion 4.2.1 (Arbol y Arbol Maximal). Un grafo topologico T se dice que es un drbol si es
un espacio contractil (esto es, conexo y sin ciclos, por lo que su grupo fundamental es trivial,
m(T) = {e}). Dado un grafo conexo X, un drbol maximal en X es un subgrafo 7' C X que
es un arbol y que contiene todos los vértices del grafo original X.

Observacion 4.2.2. Como trataremos en el Apéndice A, la existencia del arbol maximal viene
garantizada por el Lema de Zorn, que es equivalente al axioma de eleccion. De aqui observamos
que esta demostracion del teorema se sustenta en el axioma de elecciéon y que la utilizacion de
un modelo como Zermelo-Fraenkel en el que no se asume lleva precisamente a que el teorema
sea falso.

Dando los ultimos pasos necesarios hacia el objetivo de este trabajo, demostramos a continua-
cion que, precisamente, el grupo fundamental de un grafo topoldgico es un grupo libre.

Teorema 4.2.3 (El Grupo Fundamental de un Grafo). El grupo fundamental de todo grafo to-
polégico conexo X es un grupo libre.

3Un grafo es euleriano si contiene un circuito euleriano, es decir, un camino cerrado que recorre cada arista
del grafo exactamente una vez.

“Un grafo es hamiltoniano si contiene un ciclo hamiltoniano, que es un camino cerrado que visita cada vértice
del grafo exactamente una vez.
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Demostracion. Sea T' C X un arbol maximal del grafo X. Como 7" es un subcomplejo con-
tractil, el espacio cociente X /T (obtenido al colapsar todo el arbol 7" a un tnico punto) es
homotodpicamente equivalente a X, es decir, m (X)) = m (X /7).

Al colapsar 7', todos los vértices de X (que por definiciéon de arbol maximal estan en 7) se
identifican en un unico vértice vy en el cociente X /T'. ;Qué ocurre con las aristas de X que
no pertenecian a 7'? Cada una de estas aristas externas e, € X \ 7 tenia sus dos extremos
en los vértices de 7. Al colapsar 1" a vy, ambos extremos de e,, se pegan en vy, convirtiendo a
cada arista externa en un lazo cerrado.

En consecuencia, el espacio cociente X /T consta de un tnico vértice vy y de un conjunto de
lazos formados por las aristas de X'\ 7". Por definicion, este espacio no es otra cosa que una rosa
de pétalos. Como demostramos rigurosamente en la Proposicion 3.1.10 utilizando el Teorema
de Seifert-van Kampen, el grupo fundamental de una rosa de pétalos es exactamente un grupo
libre, donde los generadores algebraicos estan en biyeccion con las aristas no contenidas en el
arbol maximal. O]

Ejemplo 4.2.4. Consideremos un grafo topologico X formado por los vértices y aristas de
un cuadrado junto con una de sus diagonales. Sean los vértices V' = {wvy, vy, v3,v,4}. Este
espacio posee un total de 5 aristas. Para calcular su grupo fundamental, seleccionamos un
arbol maximal 7' C X. Recordemos que 7" debe contener todos los vértices de X pero ningin
ciclo. Elegimos, por ejemplo, el subcomplejo formado por el camino vy — v; — v9 — vs.

Observamos que en X \ T’ quedan exactamente dos aristas excluidas del arbol: la arista superior
e1 (que conecta vy con v3) y la diagonal es (que conecta v, con v3). Bajo la aplicacion cociente
p: X — X/T, colapsamos el subespacio contractil 7" a un nico punto v,. Puesto que los
extremos tanto de e; como de e; pertenecian a 7', la identificaciéon pega los extremos de cada
arista en el vértice comun vy. Topologicamente, las aristas e y e, se transforman en dos lazos
cerrados independientes. El espacio resultante es homeomorfo a la rosa de dos pétalos X5, lo
que demuestra de manera constructiva que m (X) = m(Xy) = Fo.

Uy U3 Uy U3
@ L ]
1 1
1 1
1 1
1€ €o ! p

. 2| e

: I ¢ Vg
1 1
¥, ¥
O r——

V1 U U1 )

Grafo X Arbol maximal T X/T ~ X,

Figura 4.1: Esquema del colapso de un arbol maximal. Izquierda: Grafo original X. Centro:
Elecciéon de un arbol maximal 7" (azul grueso) y las dos aristas excluidas del arbol, e; y e
(rojo punteado). Derecha: Al identificar todo 7" en un Unico vértice vy mediante la proyeccion
cociente p, las aristas e; y e pasan a ser lazos cerrados, formando una rosa de dos pétalos.
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4.3 El Lema Fundamental de Recubridores

Finalmente, tal y como vimos en el capitulo anterior, la Correspondencia de Galois establece
una relacién intima entre los subgrupos y los espacios recubridores. Para poder garantizar que
el recubridor de nuestra rosa de pétalos se comporta bien geométricamente, necesitamos el
siguiente resultado, que asegura que la estructura de grafo se levanta inalterada a través de la
proyeccion. La demostracion puede verse en [Hat02][Lemma 1A.3]

Lema 4.3.1 (Lema Fundamental de Recubridores de Grafos). Todo espacio recubridor de un
grafo es también un grafo, cuyos vértices y aristas son, respectivamente, los levantamientos de los
vértices y aristas del grafo base.

Demostracion. Seap : X — X el espacio recubridor. Para los vértices de X tomamos el con-
junto discreto X, = p(Xo). Escribiendo X como un espacio cociente de Xy [ [, I, como en
la definicion de un grafo y aplicando la propiedad de levantamiento de caminos a las aplicacio-
nes resultantes I, — X, obtenemos un tnico levantamiento I, — X que pasa por cada punto
de p~!(x), para x € e,. Estos levantamientos definen las aristas de una estructura de grafo
sobre X. La topologia resultante sobre X es la misma que su topologia original, puesto que
ambas topologias tienen los mismos abiertos bésicos, al ser la proyeccion recubridora X — X

un homeomorfismo local.

Ahora podemos aplicar lo que hemos demostrado sobre los grafos y sus grupos fundamentales
para probar un resultado basico de la teoria de grupos: [

Asipues, con el Lema 4.3.1 y Teorema 4.2.3 podemos concluir el capitulo y pasar a continuacion
a la demostracion del teorema.
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CAPITULO 5

El Teorema de Nielsen-Schreier

Hemos llegado al momento en el que se culmina el objetivo principal de este trabajo, la demos-
tracion del Teorema de Nielsen-Schreier. Para ello, hemos pasado por los tres capitulos anterio-
res construyendo la teoria necesaria para abordar la demostracion topologica. En primer lugar,
tal y como se ha mencionado en el Capitulo 1, existen versiones algebraicas de la demostracion
del teorema. Las primeras de ellas dadas por los dos autores que le dan nombre. En 1921 Niel-
sen demuestra el caso finitamente generado de manera puramente algebraica, haciendo uso de
las llamadas transformaciones de Nielsen, con las que se da un algoritmo para reducir palabras
de un subgrupo, llegando a que este es libre [Nie21]. Por otro lado, en 1927 Schreier publica
el caso general, definiendo el concepto de Transversal de Schreier y los Generadores de Schreier
[Sch27]. Asi, a continuacion se presenta la conocida como demostracion topologica, basada en
las conexiones que hemos construido entre la topologia, el algebra y los grafos.

5.1 Enunciado y Demostracion

La idea de esta demostracion es la siguiente: dado un grupo libre F', lo representamos topolo-
gicamente como el grupo fundamental de una rosa de n pétalos X. Dado un subgrupo H < F',
la teoria de recubrimientos garantiza la existencia de un espacio recubridor conexo X cuyo
grupo fundamental es exactamente isomorfo a . Por las propiedades de los recubrimientos,
X hereda la estructura de grafo topolégico. Finalmente, al contraer un arbol maximal de X a
un punto, obtenemos un espacio homotopicamente equivalente que vuelve a ser una cufia de
circunferencias, lo que implica directamente que su grupo fundamental, H, es libre.

Teorema 5.1.1 (Nielsen-Schreier). Todo subgrupo de un grupo libre es, a su vez, un grupo libre.

Demostracion. Sea I’ un grupo libre arbitrario y sea I < F'un subgrupo cualquiera de F'

Por la equivalencia topologica demostrada en el Capitulo 3 (Proposicion 3.1.10), sabemos que
existe un grafo topologico X (especificamente, una rosa de pétalos o una generalizacion de
la misma para un nimero arbitrario de generadores) cuyo grupo fundamental es exactamente
isomorfo a nuestro grupo libre:

Puesto que X es un grafo, cumple las condiciones de conexién requeridas por el Teorema
de Correspondencia de Galois para recubridores (Teorema 3.2.27). Al aplicar este teorema al
subgrupo H < (X)), garantizamos la existencia de un espacio recubridor p : X = X tal
que su grupo fundamental es isomorfo al subgrupo:

m(F)=H (5.2)
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A continuacién, invocamos el Lema Fundamental de Recubridores de Grafos (Lema 4.3.1). Da-
do que la base X es un grafo topologico, su espacio recubridor £ es inexorablemente otro
grafo topologico.

Finalmente, aplicamos el teorema del Grupo Fundamental de un Grafo (Teorema 4.2.3). Todo
grafo topoldgico conexo posee un arbol maximal, al colapsar dicho arbol obtenemos una rosa
de pétalos, y por tanto, su grupo fundamental es libre. Al aplicar esto a nuestro recubridor
E, concluimos de manera irrefutable que 71 (E) es un grupo libre. Dado que 71 (E) = H, se
deduce de inmediato que H es un grupo libre, completando asi la demostracién geométrica
del Teorema de Nielsen-Schreier. ]
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CAPITULO 6

Conclusiones y Reflexion Final

6.1 Conclusiones

En los capitulos que nos preceden se ha abordado y desarrollado el enfoque topolégico de la
demostracion del Teorema de Nielsen-Schreier, haciendo gala de la profunda conexiéon entre
el algebra abstracta y la topologia algebraica.

En primer lugar, se ha corroborado la fortaleza de los invariantes topologicos como el Grupo
Fundamental, que nos permite abordar numerosos problemas en matematicas y cuya motiva-
cion y valor es vital. Asi, identificando el grupo libre F;, con el grupo fundamental de la rosa
de n pétalos, mediante el Teorema de Seifert-van Kampen, se ha traducido la estuctura dada
por la presentacion de un grupo a la entendida como problema topolégico, que es mucho mas
tratable.

En segundo lugar, se ha explotado con éxito la correspondencia de Galois para espacios recu-
bridores, estableciendo una biyeccion que asocia cada subgrupo de un grupo libre a un espacio
recubridor especifico. Al garantizar mediante el Lema Fundamental de Recubridores que todo
recubrimiento de un grafo topolégico hereda la estructura de grafo, la complejidad algebraica
ha quedado reducida a un problema de retraccion topologica. La contraccion del arbol maximal
del grafo recubridor hacia un unico vértice demuestra formalmente que el espacio cociente es
homotdpicamente equivalente a una rosa de n pétalos, probando de manera categérica que su
grupo fundamental, y por consiguiente, el subgrupo original, es estrictamente libre.

6.2 Reflexion final

La eleccion del tema de este Trabajo Fin de Grado estuvo fuertemente marcada por el caracter
transversal que constituia su redacciéon. Aunque los términos expuestos no fueran en su ma-
yoria mas que una extension de conceptos vistos en el Grado, su interiorizacién, comprension
y conexion han supuesto todo un proceso formativo que culmina de manera extraordinaria,
en mi opinion, el proceso que ha de llevar un Matematico. Parafraseando a mi director, el
aprendizaje mas valioso que nos llevamos de esta etapa es aprender a ver el mundo con ojos
matematicos. Cuestionarse, pensar e intentar dar logica y rigor a lo que nos rodea excede del
mundo académico y formal, es un requerimiento y sin duda alguna, nuestro deber, en mas
facetas de las que mucha gente, ajena a este mundo, piensa.

Escribir este texto representa el cierre de una etapa universitaria de maxima exigencia. Durante
estos ultimos afios, he sido un privilegiado que ha podido estudiar los que, bajo mi punto de
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vista, son los grados mas bonitos y dificiles que hay, como son matematicas y fisica. Gracias
a estos afios, me he formado como persona y como cientifico, poniendo ahora mis objetivos
en dedicar mi vida a la Ciencia, del mismo modo aquellos que nos precedieron y con suerte,
como haran una serie de posibles futuros alumnos posteriormente.

Me gustaria destacar la gran labor que se hace en las Facultades de Ciencia de todo el mundo
y que, por lastima, es invisible a una gran parte de la poblacion. Ojala que este texto sirva para
que, aunque sea un poco, se valore la Ciencia, porque sin ella, no entenderiamos el mundo
que nos rodea. Concluyo este camino como empezd y como se ha desarrollado, con pasion y
haciendo referencia a una cita que desde que la conoci' me marcé y me hizo reflexionar acerca
del valor de perseguir nuestros suefios.

“A ship in harbor is safe, but that is not what ships are built

for”

John A. Shedd

!Esto se lo debo a Fran, otro buen amigo que no puedo dejar de mencionar. Es una de las mejores personas
que me he llevado de este camino por la Universidad y que sin duda, le estaré eternamente agradecido.
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APENDICES






El primer apéndice constituye una extension del cuerpo principal del trabajo que podria
darse por concluido tras la demostracion topologica del Teorema de Nielsen-Schreier. El
objetivo de esta adicion es explorar una vertiente fundamental de las matematicas como
es la logica. Asi, se busca aportar un grado de originalidad doble: por un lado, a través
del estudio historico-bibliografico del Axioma de Eleccién y sus implicaciones topologi-
cas; por otro, mediante la implementacion rigurosa de la demostracion en Lean 4. Este
lenguaje de programacion es un asistente interactivo muy fuertemente ligado a la légica
y que busca computar el lenguaje natural de las matematicas. Asi, no nos adentraremos
en profundidad en los aspectos abordados porque no entra dentro del enfoque princi-
pal y ademas, podrian constituir un TFG en si mismos. De hecho; acerca del axioma de
eleccion, encontramos una extensa bibliografia para consultar. Sin embargo, de Lean 4
la informacion es notablemente inferior y, ademas de la documentacioén oficial, se ha
hecho uso de [Alc23], Trabajo de Fin de Master que aborda la formalizacion en Lean 4

y explica de manera magnifica el funcionamiento de este lenguaje.
\ J
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CAPITULO A

Sobre el axioma de eleccion y su
Formalizacion

El desarrollo de los capitulos anteriores nos ha conducido, desde la definicion algebraica y
planteamiento del Teorema de Nielsen-Schreier, hasta su culminacién por un camino topolé-
gico mediante el grupo fundamental de la rosa de n pétalos. Desde el punto de vista clasico,
el problema matematico esta resuelto y, por tanto, el trabajo podria darse por finalizado. Sin
embargo, hay un detalle que no debe pasar desapercibido desde la comprension axiomatica de
las matematicas. En la Observacion 4.2.2 apuntamos que la existencia de un arbol maximal no
esta garantizada por si sola, sino que es consecuencia directa del Lema de Zorn, el cual es equi-
valente al axioma de eleccion. En este capitulo analizaremos el papel historico y estructural
que juega este axioma en las matematicas, en la topologia de recubrimientos, y culminaremos
con la formalizaciéon computacional de nuestra proposicion central utilizando el asistente de
demostraciones Lean 4.

A.1 El axioma de eleccion

Entre las profundas consecuencias de trabajar en una teoria de conjuntos desprovista del axio-
ma de eleccién se encuentra el hecho de que el teorema que ha sido objeto central de este
trabajo resulta ser falso en su version mas general. Exploraremos la razén subyacente a este
fendémeno.

Si bien es cierto que en ocasiones la aparicion de este axioma emerge de profundas relaciones
matematicas, en la demostracion del Teorema 5.1.1, el paso critico consistio en afirmar que el
espacio recubridor X (que es un grafo conexo) posee un arbol maximal 7', lo cual es una afir-
macion explicita del axioma de eleccidn. Si el subgrupo H tiene indice finito en el grupo libre
F,,, entonces el recubridor X posee un numero finito de vértices y aristas. En este escenario,
la construccién del arbol maximal es un problema algoritmico trivial: basta con afiadir aristas
conexas paso a paso, evitando cerrar ciclos, hasta agotar los vértices. Este proceso termina en
un numero finito de pasos y se formaliza sin dificultades en la teoria de conjuntos estandar de
Zermelo-Fraenkel.

El problema emerge cuando el subgrupo H tiene indice infinito. En tal caso, el espacio recu-
bridor X es un grafo infinito. La construccién paso a paso requeriria de infinitas elecciones
arbitrarias consecutivas, algo que la axiomatica Zermelo-Fraenkel, por si sola, no permite rea-
lizar al carecer de una regla explicita para efectuar dichas selecciones de manera simultanea.
Es precisamente aqui donde la demostracion topologica del teorema hace uso implicito de una
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de las herramientas mas potentes y debatidas de las matematicas contemporaneas: el Lema de
Zorn.

A.1.1 Contexto Historico

El axioma de eleccion fue formulado explicitamente por Ernst Zermelo en 1904 con un objetivo
muy preciso: demostrar el Teorema del Buen Orden, el cual afirma que todo conjunto puede
ser bien ordenado. Intuitivamente, el axioma establece que, dada una familia de conjuntos no
vacios, es posible elegir un elemento de cada conjunto para formar un nuevo conjunto, incluso
si la familia es infinita y no existe una regla constructiva evidente para realizar tal seleccion.

La introduccion de este axioma desat6 una de las controversias mas intensas en la historia de
las matematicas a principios del siglo XX. Escuelas de pensamiento constructivistas, lidera-
das por figuras como Emile Borel, René Baire y Henri Lebesgue, rechazaron la validez de un
axioma que postulaba la existencia de objetos matematicos sin proporcionar un método para
construirlos. En el lado opuesto, matematicos de corte formalista como David Hilbert y Jac-
ques Hadamard argumentaban que el axioma era indispensable para el desarrollo natural del
analisis y el dlgebra moderna.

Con el tiempo, el uso del axioma de eleccion se estandarizé debido a su extrema utilidad; sin
él, resultados fundamentales como el Teorema de Tychonoff (que garantiza la compacidad de
productos arbitrarios de espacios compactos), la existencia de bases para cualquier espacio
vectorial, o el propio Teorema de Nielsen-Schreier, se desmoronan. El debate fundacional que-
do parcialmente cerrado tras dos hitos de la l6gica matematica: en 1938, Kurt Godel demostro
que el axioma de eleccion es consistente con los axiomas de Zermelo-Fraenkel, y en 1963, Paul
Cohen demostré que también es independiente, es decir, no puede ser refutado ni demostrado
desde Zermelo-Fraenkel.

A.1.2 EFEl Lema de Zorn

Aungque el axioma de eleccion permite realizar infinitas elecciones simultaneas, su uso directo
en topologia y algebra a menudo resulta dificil. En 1935, Max Zorn public6 un principio maxi-
mal que simplificaba enormemente las demostraciones, conocido hoy como el Lema de Zorn.
Este establece que si en un conjunto parcialmente ordenado (P, <) toda cadena (subconjunto
totalmente ordenado) posee una cota superior en P, entonces el conjunto P contiene al me-
nos un elemento maximal. Este lema es logicamente equivalente al axioma de eleccion. En el
contexto de nuestro trabajo, su aplicacion es directa y necesaria:

Teorema A.1.1 (Existencia de arboles maximales). Todo grafo conexo X admite un arbol ma-
ximal.

Demostracion. Sea T el conjunto de todos los subgrafos de X que son aciclicos. Dotamos a 7~
de un orden parcial dado por la relacién de inclusion (C). El conjunto 7 no es vacio, ya que
cualquier vértice individual de X es, trivialmente, aciclico.

Sea C C 7T una cadena, es decir, un subconjunto totalmente ordenado de grafos aciclicos.
Definimos 7* = | J;.., 7. Afirmamos que 7™ es aciclico. Si existiera un ciclo topolégico cen T,
al tener el ciclo longitud finita (esta formado por un numero finito de aristas), todas sus aristas
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tendrian que pertenecer a algin grafo 7}, € C de la cadena. Pero esto es una contradiccion, ya
que T} es aciclico por definicion.

Por lo tanto, 7% € T y es, por construccion, una cota superior para la cadena C. Por el Lema
de Zorn (equivalente al axioma de eleccion en Zermelo-Fraenkel), el conjunto parcialmente
ordenado 7 posee un elemento maximal. Adicionalmente, este elemento maximal es cone-
X0 por ser unién de conexos con elementos en comun, constituyendo asi el arbol maximal

buscado. O]

Esta proposicion encapsula la dependencia axiomatica de todo nuestro trabajo. Sin el Lema de
Zorn (y por tanto, sin el axioma de eleccidn), la existencia del arbol maximal que contraemos
para obtener la rosa de no esta garantizada para el caso infinito.

A.2 Formalizacion en Lean 4

La verificacion formal de teoremas es una disciplina en auge que busca erradicar la ambigiiedad
del lenguaje natural en las matematicas. Para consolidar la proposicion anterior, hemos imple-
mentado su demostracion en Lean 4, un asistente de demostracion interactivo desarrollado
en Microsoft Research. Lean 4 no solo actua como un lenguaje de programacion funcional,
sino como un verificador implacable que comprueba paso a paso la correccion logica de cada
deduccion matematica, apoyandose en la inmensa biblioteca comunitaria Mathlib.

A.2.1 Relacion con la légica constructiva y clasica

El fundamento de Lean es el Calculo de Construcciones Inductivas (CiC), un sistema de tipos
dependientes. En este marco logico rige el isomorfismo de Curry-Howard, también conocido
como el principio de proposiciones como tipos y demostraciones como términos. Demostrar
un teorema en Lean consiste, esencialmente, en construir un programa (un término) que tenga
el tipo correspondiente al enunciado de dicho teorema.

Un aspecto fascinante de Lean que entronca directamente con la discusién del axioma de elec-
cion es su naturaleza intrinsecamente constructivista. Por defecto, Lean exige que si afirmamos
la existencia de un objeto, debemos ser capaces de proporcionar un algoritmo finito para cons-
truirlo. Dado que la existencia del arbol maximal para grafos infinitos depende de elecciones
no constructivas, Lean requiere que declaremos explicitamente el uso de la légica clasica. Esto
ilustra a la perfeccion la diferencia conceptual entre la topologia computable y la no compu-
table.

A.2.2 Demostracion inductiva y codigo

A continuacion se presenta el codigo desarrollado en Lean 4 para intentar formalizar la exis-
tencia del arbol maximal. La demostracion sigue una estructura analoga a la presentada en
lenguaje natural, haciendo uso de los teoremas disponibles en Mathlib para ordenes parciales
y el Lema de Zorn (zorn_partial_order).
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Listing A.1: Formalizacién de la existencia del arbol con axiomas en la transferencia de pro-
piedades entre la cadena y su cota superior.

[= Y T N R

import Mathlib.Combinatorics.SimpleGraph.Acyclic

import Mathlib.Combinatorics.SimpleGraph.Connectivity.Subgraph
import Mathlib.Combinatorics.SimpleGraph.Subgraph

import Mathlib.Order.Zorn

—— Definimos el Tipo sobre el que trabajamos

; universe u

40

42

43

44

45

46

—— Definimos nuestro grafo simple G como variable dependiente del tipo V
variable {V : Type u} (G : SimpleGraph V)
—— Definimos nuestro conjunto ¥ al que llamaremos Conj
def Conj : Set (G.Subgraph) :=
{H : G.Subgraph | H.coe.IsAcyclic}
—— Demostremos que el conjunto ¥ es no vacio
lemma Sigma Non Empty :
i1 H : G.Subgraph, H € Conj G := by
refine (L, ? )
simp [Conj]
—— Definimos una cadena ascendente en ¥ con la relacidén de inclusidn de
subgrafos
def AscendingChain (C : Set (G.Subgraph)) : Prop :=
C ¢ Conj G A IsChain (- = +) C
—— axioma 1: La cota superior (supremo) de una cadena ascendente de
subgrafos aciclicos es aciclica.
axiom Upper Bound Is Acyclic {V : Type u} (G : SimpleGraph V) (C : Set
G.Subgraph) (hC : AscendingChain G C) :
(sSup C).coe.IsAcyclic
—— Probamos por tanto que existe la cota superior en el conjunto X
theorem Exist Upper Bound (C : Set G.Subgraph) (hC : AscendingChain G
) :
3 HECKmj] G, VKEC, K=H :=hy
use sSup C
constructor
- exact Upper Bound Is Acyclic G C hC
+ intro K hK
exact le sSup hK
—— Finalmente, aplicamos el lema de Zorn para construir un subrgrafo
maximal aciclico
lemma Existe Maximal : 3 (M : G.Subgraph), Maximal (fun x » x € Conj G)
M := by
apply ozorn le (Conj G)
intro c hc sub hc chain
have hC : AscendingChain G c := (hc_sub, )hc chain
exact Exist Upper Bound G c¢ hC
—— axioma 2: Si un grafo G es conexo, su subgrafo maximal aciclico M
también es conexo.
axiom Maximal Subgraph is Connected {V : Type u} (G : SimpleGraph V)
(hG : G.Connected)
(M : G.Subgraph) (hM acyc : M € Conj G) (hM max : Maximal (fun x » X
€ Conj G) M) :
M.Connected
—— Queremos probar ahora que si G es conexo, entonces el subgrafo
maximal es un arbol
theorem Maximal is Tree (hG : G.Connected)
3 T : G.Subgraph, T € Conj G A T.Connected := by
have h max := Existe Maximal G
rcases h max with (M, hM in Conj, )hM maximal
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47 use M
48 constructor
19 - exact hM in Conj

50 - exact Maximal Subgraph is Connected G hG M hM in Conj hM maximal

Puede observarse en el Codigo A.1 que la formalizacién se apoya en la implementacion de
dos axiomas. A priori, esto dota a la demostracion de un caracter formalmente incompleto en
el sistema. A continuacion, en el Cédigo A.2, se muestran los intentos llevados a cabo para
demostrar estas propiedades sin recurrir a axiomas. Es fundamental destacar que la dificultad
para cerrar estas demostraciones no reside en un obstaculo conceptual. La intuicién matema-
tica es clara: si una union ascendente de grafos aciclicos tuviera un ciclo, al ser este finito,
deberia estar contenido en algun elemento de la cadena, lo cual es una contradiccion.

Sin embargo, el problema subyacente surge de la rigidez de la teoria de tipos en Lean 4. En el
lenguaje matematico natural, la distincion entre un grafo y un subgrafo es puramente contex-
tual; trabajamos con ellos de manera intercambiable. En contraste, el demostrador de teoremas
exige un rigor tipologico absoluto: es necesario construir coerciones explicitas para mapear
elementos de tipo G.Subgraph hacia el tipo SimpleGraph V. Probar que propiedades como
la aciclicidad o la estructura dirigida (DirectedOn) se preservan invariantes a través de estas
biyecciones y proyecciones de aristas (Adj) requiere un desarrollo técnico exhaustivo que se
aleja del proposito principal del teorema.

Listing A.2: Intento de demostracion de la transferencia de propiedad entre la cadena de sub-
grafos y la cota superior.

1

. — Veamos ahora que la cota superior es aciclica

; lemma Upper Bound Is Acyclic (C : Set G.Subgraph) (hC : AscendingChain
G C) :

4 (sSup C).coe.IsAcyclic := by

5 —— Convertimos cada subgrafo K en un grafo sobre todo V usando solo

sus adyacencias.

6 let Hs : Set (SimpleGraph V)

7 {H | 3K€EC, H = { Adj
K.loopless } }

8 —— Como C es una cadena por hC.right, al proyectar las aristas

9 —— el conjunto sigue siendo dirigido.

10 have h dir : DirectedOn (+ = -) Hs := by

11 sorry

12 —— (Como cada K € C esta en Conj G, K es aciclico. Ahadir vértices
aislados no rompe esto).

13 have h acyc : V H' € Hs, H'.IsAcyclic := by

14 sorry

15 have h sSup Hs acyc : (sSup Hs).IsAcyclic :=

16 SimpleGraph.isAcyclic sSup of isAcyclic directedOn Hs h acyc h dir

17 —— El supremo de nuestra cadena de subgrafos (sSup C) tiene

K.Adj, symm := K.symm, loopless :=

exactamente

18 —— la misma estructura de ciclos que el supremo de los grafos simples
(sSup Hs).

19 —— Por tanto, hereda la aciclicidad.

20 sorry

21— Probamos por tanto que existe la cota superior en el conjunto X
» theorem Exist Upper Bound (C : Set G.Subgraph) (hC : AscendingChain G
C) :
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23 3 HEConj G, VKEC, K=H :=bhy

2 use sSup C

25 constructor

26 - exact Upper Bound Is Acyclic G C hC

27 + intro K hK

28 exact le sSup hK

2 —— Finalmente, ya hemos obtenido la cota superior y por tanto podemos
aplicar el lema de Zorn para

s —— construir un subrgrafo maximal aciclico

5 lemma Existe Maximal : 3 (M : G.Subgraph), Maximal (fun x » x € Conj G)
M := by

32 apply ozorn le (Conj G)

33 —— Demostramos que para una cadena ascendente tenemos cota superior

34 —— que tiene una cota superior dentro de Conj G.

5 intro ¢ hc_sub hc chain

36 —— Es cadena

3 have hC : AscendingChain G c¢ := (hc sub, )hc chain

38 —— Invocamos el teorema que tanto nos ha costado demostrar

39 exact Exist Upper Bound G ¢ hC

w —— Queremos probar ahora que si G es conexo, entonces el subfrafo
maximal es un arbol

s theorem Maximal is Tree (hG : G.Connected)

« —— Como no tenemos libreria para exigir que T sea aciclico como
subgrafo,

s — Lo incluimos en X que por definicién lo exige.

14 3 T : G.Subgraph, T € Conj G A T.Connected := by

15 —— Obtenemos el maximal por el lema anterior

46 have h max := Existe Maximal G

47 rcases h max with (M, hM in Conj, )hM maximal
s —— Nuestro candidato a arbol es M

19 use M

50 have hM acyc : M € Conj G := hM in Conj

51 constructor

52 - exact hM acyc

53 + —— Razonamos por contradiccién para ver que es conexo
54 by contra hM not conn
55 sorry

Asi pues, queda justificado el uso de los axiomas. El intento de cerrar la implementacion de
manera completa excedia del tiempo y el alcance de este trabajo. La formalizacion estricta de
estos dos lemas requiere asentar un puente logico entre la teoria de 6rdenes parciales y la
topologia de grafos que, si bien es trivial en el discurso matematico tradicional gracias a la
flexibilidad semantica del lenguaje natural, en Lean 4 exige un tratamiento minucioso de la
jerarquia de tipos y la manipulacién de subestructuras.

Se ha puesto asi de manifiesto la asimetria entre la 16gica clasica y la teoria de tipos dependien-
tes (Calculo de Construcciones Inductivas). La necesidad de axiomatizar etapas intermedias
para transitar entre las jerarquias de G.Subgraph y SimpleGraph V confirma que, si bien el
lenguaje matematico natural posee una enorme ductilidad semantica para intercambiar con-
textos, la traduccion de invariantes topoldgicos a una sintaxis estrictamente tipada exige un
andamiaje técnico exhaustivo. Esto no implica explicitamente que haya que decidirse por una
de las dos formalizaciones. El magnifico matematico Terence Tao es uno de los grandes con-
tribuidores del proyecto Lean 4 y su afan de computar las matemaéticas esta motivado por la
enorme fortaleza que esto aporta al saber matematico, mas aun hoy en dia con la incursién de
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la Inteligencia Artificial Generativa.
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CAPITULOB

Demostraciones auxiliares

Proposicion B.0.1. Sea X un espacio topologico conexo y localmente conexo por caminos, en-
tonces X es conexo por caminos.

Demostracion. Sea xy € X, definimos el conjunto U := {x € X : Jo : [0,1] — X | 0(0) =
z,0(1) =z}

Observamos que U # (), porque xy € U (mediante el camino constante).

Veamos que U es abierto. Sea z € U. Como X es localmente conexo por caminos, existe un
entorno V' C X de = que es abierto y conexo por caminos. Para cualquier y € V, existe un
camino 7 en V' que conecta y con z. Como = € U, existe también un camino o en X que
conecta x con x(. Concatenando ambos caminos (7 * ), obtenemos un camino continuo desde
y hasta x, lo que implica que y € U. Por lo tanto, V C U, lo que demuestra que U es abierto.

Veamos ahora que el complementario X \ U también es abierto (y por ende, U es cerrado). Sea
z € X \ U. De nuevo, por la conexidad local por caminos de X, existe un entorno W C X de
z, abierto y conexo por caminos. Si existiese algun y € W N U, podriamos tomar un camino
en W de z a y y concatenarlo con el camino en X de y a z( (cuya existencia esta garantizada
al ser y € U). Esta concatenacion seria un camino de z a xo, lo que implicaria z € U, llegando
a una contradiccién. Por lo tanto, W C X \ U, lo que prueba que X \ U es abierto.

Dado que U es un subconjunto abierto, cerrado y no vacio del espacio topolégico conexo X,
se concluye que U = X.

En consecuencia, todo punto del espacio se puede conectar con z( mediante un camino conti-
nuo. Dados dos puntos arbitrarios a, b € X, ambos se pueden conectar con xy. Concatenando
el camino de @ a z( con el camino inverso de xy a b, obtenemos un camino que conecta a con
b. Por lo tanto, X es conexo por caminos. O]

Lema B.0.2 (Criterio de levantamiento). Sea p : (E,ey) — (X, x¢) una aplicacién de recubri-
miento y sea Y un espacio conexo por caminos y localmente conexo por caminos. Una aplicacion
continua f : (Y,yo) — (X,x0) admite un levantamiento f : (Y,yo) — (E,eq) si y solo si se
cumple la contencion algebraica:

fo(m(Y,90)) € pu(mi(E, e0)) (B.1)

Demostracion. Demostremos ambas implicaciones:

=: Tenemos que si existe f entonces los diagramas son conmutativos y por tanto f.(7(Y, o)) =

po(f(x(Y,0))) C po(m(E. e0))
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<: Vamos a construir el levantamiento f :Y — FE.Seay € Y. Como Y es conexo por
caminos, existe un camino vy : [ — Y tal que ¥(0) = yoy 7(1) = y. La composicién fo~y
es un camino en X con punto inicial xy. Por el teorema de levantamiento de caminos,

existe un Gnico camino f oy en E que levanta a f o v comenzando en f/gfy(O) = eo.
Definimos f(y) = f o v(1).

Veamos que f esta bien definida, es decir, es independiente de la eleccion de 7. Sea v’ otro
camino en Y de 1o a y. El camino concatenado ov = y*4' es un lazo en Y basado en yq. Al
aplicar f, obtenemos el lazo foa = (f o) * (f o7’) en X basado en z. Por hipdtesis,
la clase de homotopia [f o a] = f.([a]) pertenece a f.(m1(Y,y0)) C p«(m1(E,ep)).
Dado que la clase de f o a pertenece a la imagen de p,, su Gnico levantamiento a £ con
origen en ey debe ser un lazo (sus puntos inicial y final coinciden). Este levantamiento

es exactamente m * m’ , lo que implica que m(l) = m’ (1). Asi, f est4 bien
definida.

Es inmediato que p o f=7f y que f (yo) = ep (tomando el camino constante en yj).

Resta demostrar que f es continua. Dado y € Y, sea U C X un entorno de f (1) unifor-
memente recubierto por p. Existe una hoja U C E tal que f(y) eU yplg U — Ues
un homeomorfismo. Como Y es localmente conexo por caminos y f es continua, existe
un entorno V' C Y de y, abierto y conexo por caminos, tal que f (V') C U. Para cualquier
y' € V, podemos formar un camino desde y, hasta y’ concatenando  con un camino 7
en V desde y hasta ¢/. El levantamiento de f o 7 que empieza en f(y) viene dado por
(plg)~" o (f on), ya que su imagen esta contenida en U. Por unicidad del levantamien-
to, concluimos que para todo 4/ € V, f(y/') = (plg) " (f(¥)). Al ser composicion de
funciones continuas en el abierto V, f es continua.

]

Lema B.0.3 (Unicidad de levantamiento). Sean X un espacio topologico, p : E — X una
aplicacion de recubrimiento y f : 'Y — X una aplicacion continua con'Y conexo. Si tomamos
o € X,yp € Y, e9 € E tales que f(yo) = xo = p(eg). Si'Y es conexo, entonces f es iinica.

Demostracion. Consideremos dos levantamientos f;, f; verificando las condiciones del enun-
ciado. Definimos los conjuntos:

A={yeY | fily) = f(y)} (B.2)
B:={yeY|fily) # f(y)} (B.3)

Observamos que yy € A por hipétesis, por lo que es no trivial. Probemos ahora que Ay B son
abiertos. En tal caso, como Y es conexo entonces necesariamente Y = A, es decir, que f; = fs.

Seay; € Ayx; = f(y1), como p es aplicacién de recubrimiento entonces 3U C X abierto tri-
vializante de U (Definicion 3.2.2). Dado que por hipétesis, y € A, entonces filyy) = fg(yl) =

p(fi(n)) = p(fa(in)) = 1. De este modo, 35 € J tal que f1(y1) = fo(y1) € V;. Considerando
entonces V = f; 1( V)N fo ( ;) es un abiertoen Y cony; € V. Faltaver que V C Ay
habremos concluido que A es abierto.

Sea z € V, veamos que fi(z) = fg( ). Como f; y f son levantamientos de f, satisfacen por
definiciéon que po f; = fypo fo = f. Evaluando en z, obtenemos de manera directa que
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p(f1(2)) = p(f2(2)), y como P|y, €s un homeomorfismo, entonces por inyectividad necesaria-

mente f1(2) = fo(2).

Por otro lado, veamos que B también es abierto. De manera analoga, dado que p(fi(y1)) =
p(fg(yl)) = 1, entonces existen i, k tales que fl(yl) eV, fg(yl) € V. Considerando ahora,
de nuevo, V = fl_l(‘/;) N fg_l(Vk>, tenemos que y; € V. Para ver ahora que V' C B, toma-
mos z € B. Entonces, f1(z) € Vi, fo(z) € Vi y como la restriccién es un homeomorfismo,
necesariamente tenemos que V; N V;, = 0, por lo que fy(z) # fo(z) = V C B, concluyendo
el resultado. ]
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