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Resumen

El concepto de clase de universalidad constituye uno de los pilares fundamentales de la fisica
estadistica. La idea principal reside en la capacidad de abstraerse de las caracteristicas mi-
croscopicas de un sistema para atender unicamente a su comportamiento macroscopico. El
estudio de la clase de universalidad Kardar-Parisi-Zhang (KPZ) ha sido de especial interés,
tanto tedrico como computacional, por sus grandes implicaciones en numerosos sistemas fisi-
cos e interdisciplinares. En este trabajo se aborda de manera novedosa el estudio de esta clase
de universalidad mediante el modelo de Polimeros Dirigidos en Medios Aleatorios (DPRM)
con correlacion temporal. Mediante la implementacion de un algoritmo de Matriz de Trans-
ferencia, se evalua el impacto de la memoria temporal en los caminos 6ptimos y la clase de
universalidad que describe la ecuacion KPZ. En el régimen descorrelacionado, las simulaciones
reproducen fielmente los exponentes criticos clasicos (( = 2/3, w = 1/3) y corroboran el es-
calado previsto por la teoria estandar. Sin embargo, la introduccion de ruido correlacionado en
el tiempo del tipo 1/ f# afecta a la clase de universalidad. Los resultados describen cualitativa-
mente el comportamiento esperado pero difieren de los limites teéricos esperados, reforzando
la idea de fragilidad frente a este tipo de correlaciones. Adicionalmente, se observa la ruptura
de una de las relaciones fundamentales del caso canoénico (descorrelacionado): la Invarianza
Galileana.

Palabras clave: Universalidad, Polimeros Dirigidos, Ecuacion KPZ, Ruido Correlacionado,
Exponentes criticos.

Abstract

The concept of universality class constitutes one of the fundamental pillars of statistical
physics. The main idea is the ability to abstract away from the microscopic details of a sys-
tem to focus solely on its macroscopic behavior. The study of the Kardar-Parisi-Zhang (KPZ)
universality class has been of particular interest, both theoretically and computationally, due
to its widespread implications in numerous physical and interdisciplinary systems. This work
addresses the study of this universality class in a novel way through the Directed Polymers in
Random Media (DPRM) model with temporal correlation. By implementing a Transfer Matrix
algorithm, the impact of temporal memory on the optimal paths and the universality class
described by the KPZ equation is evaluated. In the uncorrelated regime, the simulations faith-
fully reproduce the classical critical exponents (( = 2/3, w = 1/3) and corroborate the scaling
predicted by standard theory. However, the introduction of time-correlated noise of the 1/ f*
type alters the universality class. The results qualitatively describe the expected behavior but
deviate from the anticipated theoretical limits, reinforcing the notion of fragility in the pres-
ence of such correlations. Additionally, the breaking of one of the fundamental symmetries of
the canonical (uncorrelated) case is observed: Galilean Invariance.

Keywords: Universality, Directed Polymers, KPZ Equation, Correlated Noise, Critical expo-
nents.
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Acronimos

BD Deposicion balistica (ballistic deposition). 5, 7, 8, 11

DFT Discrete Fourier Transform (Transformada Discreta de Fourier). 19
DP Polimero Dirigido (Directed Polymer). 12, 17

DPRM Polimeros Dirigidos en Medios Aleatorios (Directed Polymers in Random Media). 5, 7,
8,11-15,17, 21, 25-27, 30, 31, 37, 38

FFT Fast Fourier Transform (Transformada Réapida de Fourier). 19, 31

IDFT Inverse Discrete Fourier Transform (Transformada Discreta de Fourier Inversa). 19

IFFT Inverse Fast Fourier Transform (Transformada Rapida de Fourier Inversa). 19
KPZ Kardar-Parisi-Zhang. viii, 4, 5, 7-15, 17, 25, 26, 28, 30, 34, 35, 37, 38
PSD Power Spectral Density (Densidad Espectral de Potencia). 9, 20, 38

RAM Random Access Memory. 23, 30, 31
RG Renormalization Group (Grupo de Renormalizacion). 15

RSOS Sdlido sobre Solido Restringido (Restricted Solid-On-Solid). 7, 8
SOC Self Organized Criticality (Criticalidad autorganizada). 7

TFG Trabajo de Fin de Grado. 5, 11, 15, 32

Otras observaciones

En cuanto a la notacion se refiere, vamos a aclarar la nomenclatura que se ha elegido con el
fin de no incurrir malentendidos o llevar a confusidén:

« De manera general se hablara de polimeros dirigidos, polimeros dirigidos en medios alea-
torios o polimeros refiriéndose siempre al modelo de entidad que crece en un paisaje ener-
gético aleatorio, con o sin correlacion.



Acronimos Acrénimos

« En la literatura, es habitual referirse a la longitud del polimero o tiempo de manera in-
distinta. Se entiende como tal la coordenada transversal o libre sobre la que imponemos
la correlacion. Bien podemos imaginar el polimero como una cadena que se alarga y
crece en un cierto nimero de pasos o bien como una cuerda de cierta longitud fija que
deformamos para marcar el camino que desarrolla. Ambas nomenclaturas son encontra-
das y se suelen utilizar a conveniencia para no interferir con otros simbolos. En nuestro
caso, se ha utilizado la de longitud L del polimero, intentando ser consistente con esta
eleccion en todo momento.

« Los exponentes criticos asociados a la clase de universalidad pueden toman distintos
nombres y simbolos, aunque generalmente la notaciéon es coherente. De todos modo,
para prevenir, consideraremos ( el exponente de wandering, 5 = w los exponentes de
energia'y « el exponente de roughening. Adicionalmente, llamaremos z a z = % también
conocido como exponente dinamico.

« Cuando se mencione la técnica analitica del Grupo de Renormalizacion, nos referiremos
en todo momento a su extension Grupo de Renormalizacion Dinamico que abarca los
procesos fuera del equilibrio, que son nuestro objeto de estudio.

« El ruido implementado es ampliamente conocido como ruido 1/f”, sin embargo, uno
de los exponentes de la ecuacion KPZ recibe también la simbologia de /3. Por ello, para
no incurrir en confusiones el ruido se designara como 26 = [ de manera que cuando
el contexto sea claro si se utilizara el término habitual 1/f” y en el analisis usaremos ¢
para no generar confusion.

« La notacion x hace referencia a un vector en el espacio de dimension d, mientras que x
se refiere a la coordenada transversal del polimero.

+ Los codigos relativos a la implementacion del problema pueden visitarse en el repositorio
de GitHub destinado a almacenarlos con el fin de que sea accesible a cualquier persona,
bajo la licencia MIT [1].

 Todas las ilustraciones que no son imagenes debidamente citadas han sido realizadas
mediante el software libre ipe [2], disponible en la distribucion Kubuntu de Linux.
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CAPITULO 1

Introduccion

“Hay otra clase de belleza en la ciencia, una mds profunda
y sutil, que reside en la comprension de como funciona el
mundo. Es la belleza de ver un patron donde otros solo ven
ruido, de encontrar una ley simple que gobierna un millon
de eventos aparentemente aleatorios. Es la sensacion de ver
caer un velo y contemplar, aunque sea por un instante, el
mecanismo oculto del universo.”

Steven Weinberg.

La mecanica estadistica proporciona un marco conceptual extraordinario para describir
sistemas formados por un gran numero de grados de libertad. En este contexto, uno de los
conceptos mas profundos es el de universalidad: sistemas microscopicamente distintos pue-
den compartir la misma fenomenologia macroscopica cuando se consideran escalas suficien-
temente grandes. Esta idea adquiere especial relevancia en sistemas fuera del equilibrio, donde
la dindmica colectiva puede dar lugar a leyes de escala, ajenas a la mayor parte de los detalles
microscopicos del sistema.

El lenguaje natural para describir este tipo de comportamientos son las power laws o leyes
de potencias. Cuando una magnitud fisica no presenta una longitud de escala caracteristica
intrinseca, su dependencia con el tamarfio del sistema puede adoptar la forma

O(L) ~ L7, (1.1)

donde < es un exponente critico que rige el comportamiento asintoético del sistema. En este
régimen, magnitudes aparentemente diferentes pueden colapsar en una misma clase de uni-
versalidad si comparten los mismos exponentes y las mismas propiedades de escala.

1.1 Universalidad y crecimiento de interfases

Un ejemplo paradigmatico de esta idea aparece en el crecimiento de interfases. Fendmenos tan
diversos como la deposicion de materiales, el avance de frentes biolégicos, la propagacion de
incendios o la evolucion de ciertos paisajes energéticos exhiben estructuras comunes cuando
se observan a gran escala [3], [4]. En todos estos casos, la pregunta fisica central se enfoca so-
bre qué propiedades macroscopicas permanecen invariantes bajo estos cambios de escala y se
conservan entre los distintos sistemas que representan, despreciando los detalles particulares
que los diferencian.



Capitulo 1. Introducciéon 1.1. Universalidad y crecimiento de interfases

En el caso de las superficies, una magnitud fundamental es la rugosidad o anchura de la
interfase, que mide la dispersion de la altura respecto a su valor medio. Su evolucién temporal
suele describirse mediante una power law cuyo comportamiento de escala es del tipo Family—
Vicsek [5]. Se encuentra asi que la rugosidad crece como una ley de potencias con el tiempo.

W(t) ~ 17, <t (1.2)

En el caso de sistemas finitos, encontramos que Wy, = W (t > tg,) crece con el tamafio del
sistema también como una ley de potencia

Wear ~ L. (1.3)
Finalmente, un tercer exponente z, relaciona el tiempo de saturacién con el tamario del sistema
tat ~ L7, (1.4)

De este modo, podemos razonar que
Waar ~ L, We ~ to ~ (L7)° (1.5)

de donde se obtiene la relacion o = [z. A estos exponentes se les denomina generalmente
como:

« Exponente de roughening («): Caracteriza como escala la saturacion espacial de las
fluctuaciones de la interfaz con el tamafio del sistema (W, ~ L%).

« Exponente de crecimiento (3): Describe el aumento inicial de la rugosidad en el tiem-
po antes de alcanzar la saturaciéon (W ~ t°).

« Exponente dinamico (2): Relaciona la escala de relajacion temporal con la escala es-
pacial (tg ~ L?).

1.1.1 La ecuacion KPZ

En 1986, Kardar, Parisi y Zhang propusieron una ecuacién estocastica no lineal para describir
la evolucion de la altura h(x,t) de una interfase sometida a ruido y relajacién difusiva [6]:

Oh(z,t)

— = vV2h(x,t) + %(Vh(x, zf))2 +n(z,t). (1.6)

Aqui, v cuantifica la relajacion superficial, A mide la intensidad del crecimiento lateral y n(z, t)
representa el ruido estocastico. En el caso candnico, el ruido es blanco y gaussiano,

(s n(a’ #)) = 2D 3 — ') (t — 1), (17)
La importancia de la ecuacion Kardar-Parisi-Zhang (KPZ) no reside solo en su forma di-
ferencial, sino en que define una clase de universalidad completa. En 1 + 1 dimensiones, esta

presenta los valores analiticos

1 3
- B = = — 1.8
27 Y z 27 ( )
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Capitulo 1. Introducciéon 1.2. Motivacion y objetivos

que aparecen en multitud de modelos discretos y continuos de crecimiento. Ademas, la ecua-
cion KPZ esta ligada a una relacion de simetria fundamental,

a+z=2, (1.9)

conocida como Invarianza Galileana. Su origen esta profundamente arraigado en la clase de
universalidad KPZ y, como se vera en el Capitulo 5, su validez depende criticamente de la
correlacion del ruido.

1.2 Motivacion y objetivos

El caso canodnico de KPZ se estudia bajo la hipotesis de ruido blanco y gaussiano. Sin embargo,
en muchos sistemas fisicos reales el entorno presenta memoria temporal, lo que introduce
correlaciones de largo alcance en el ruido. Esta modificacion no es un simple detalle técnico,
sino un cambio estructural que altera las leyes de escala y, potencialmente, la propia clase de
universalidad.

Este Trabajo de Fin de Grado (TFG) estudia el problema de caminos 6ptimos en un medio
con desorden correlacionado, lo cual se enmarca en el modelo de Polimeros Dirigidos en Me-
dios Aleatorios (Directed Polymers in Random Media) (DPRM). Aunque el caso con desorden
no correlacionado ha sido ampliamente estudiado, su extension al caso con correlaciones tem-
porales constituye una via apenas explorada en la literatura, especialmente en lo que respecta
a su impacto sobre los exponentes de escala y la estructura de universalidad asociada.

Esta situacion resulta interesante desde un doble punto de vista. Por un lado, permite estu-
diar de forma numérica y eficiente un sistema de la clase de universalidad KPZ a través de un
problema de optimizacion global. Por el otro, facilita la introduccién de ruido temporalmente
correlacionado y el analisis de sus consecuencias sobre la clase de universalidad KPZ. La moti-
vacion de este enfoque esta suscitada por trabajos recientes que estudian la consistencia de los
exponentes criticos, y la clase en general, frente a modificaciones del ruido. En [7] se observo
como el esquema de integracion o el modelo de Deposicion balistica (ballistic deposition) (BD)
pueden inducir desviaciones no despreciables en el comportamiento de los exponentes criti-
cos respecto a la clase de universalidad KPZ. Adicionalmente, en [8] se report6 la aparicién de
comportamientos fractales en el perfil de energias del polimero al aumentar la intensidad del
ruido, lo cual sugiere la posible emergencia de nuevas propiedades de escala, en linea con es-
cenarios discutidos en [9], cuya caracterizacion constituye una de las lineas futuras discutidas
en el Capitulo 6.

Asi pues, podemos resumir la estructura y los objetivos de este TFG del siguiente modo:

1. Implementar numéricamente el DPRM clasico con ruido descorrelacionado para recu-
perar los exponentes universales conocidos y validar el codigo.

2. Construir un generador de ruido con correlaciones temporales de tipo 1/ f#, controlando
el grado de memoria mediante el parametro de correlacion 3 y definir una geometria que
permita introducir este ruido de manera eficiente y escalable.

3. Estudiar como varian los exponentes criticos del sistema al introducir correlacion tem-
poral.

4. Analizar la violacion de la Invarianza Galileana con la correlacion del ruido.
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CAPITULO 2

Marco teorico

Este capitulo recoge los conceptos fundamentales necesarios para estudiar el problema tratado
en este trabajo. En primer lugar, se introducen las nociones de Kinetic Roughening y Anomalous
Scaling, que constituyen la base de los sistemas fuera del equilibrio que queremos estudiar. A
continuacion, se presenta la ecuacion de Kardar-Parisi-Zhang (KPZ) como modelo canénico de
crecimiento estocastico y se discuten sus exponentes criticos y relaciones de escala mas impor-
tantes. Finalmente, se aborda el modelo de polimeros dirigidos en medios aleatorios (DPRM),
que constituye una reformulaciéon de KPZ dada por la Transformacion de Cole-Hopf y cuya
conexion con la clase de universalidad KPZ permite reinterpretar el problema de crecimiento
como uno de optimizacioén en un paisaje desordenado.

2.1 Kinetic roughening y anomalous scaling

La morfologia de las interfases en la dinamica de superficies presenta caracteristicas muy di-
versas dependiendo de las simetrias y leyes de conservacion del sistema. Una distinciéon fun-
damental se establece entre los sistemas que evolucionan hacia patrones ordenados y aque-
llos que exhiben un alto desorden espacio-temporal, perdiendo la dependencia de las escalas
microscopicas. Este fenémeno de invarianza de escala tiene su origen conceptual en la fisica
estadistica de los fendomenos criticos. A diferencia de las transiciones de fase en equilibrio,
donde es necesario ajustar un parametro de control (como la temperatura en el modelo de
Ising) para alcanzar el punto critico, muchos modelos de crecimiento de superficies caen bajo
el fenémeno de la Self Organized Criticality (Criticalidad autorganizada) (SOC). En este tipo
de sistemas, la propia dinamica del no equilibrio empuja al sistema hacia un estado critico
estacionario carente de escalas caracteristicas espaciales o temporales.

La forma de crecimiento superficial que se da en estos sistemas invariantes de escala se
denomina kinetic roughening. Historicamente, el estudio de la universalidad en este fenémeno
comenzd con implementaciones computacionales discretas de crecimiento de clusteres. Mode-
los simples como la deposicion balistica (BD, Figura 2.1a) o los Solido sobre Solido Restringido
(Restricted Solid-On-Solid) (RSOS) (Figura 2.1b) permitieron observar que, a gran escala, las
simetrias macroscopicas dominan sobre los detalles microscopicos del sistema.
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(a) Ejemplo de superficie con BD [10]. (b) Ejemplo de superficie con RSOS [11].

[ 1]
i

Figura 2.1: Ejemplos del crecimiento de superficies en el modelo de DP y RSOS. A grandes ras-
gos, ambos modelos son similares. En RSOS se limita el crecimiento a condiciones de contorno
de la posicion, de manera que por ejemplo Ah < 1.

La ventaja que presenta estos procesos, al igual que veremos en adelante con los DPRM,
es que su implementacion es sencilla y abstraen la configuraciéon microscopica. Los estudios
numéricos revelaron que estos sistemas exhiben un comportamiento universal respecto a la
evolucion de sus observables estadisticos, permitiendo clasificar modelos microscopicamente
dispares dentro de distintas clases de universalidad, como la asociada a KPZ, que fundamenta
este trabajo.

2.1.1 Escalado: Relacion de Family—Vicsek

Tal y como se ha mencionado en el Capitulo 1, desde el punto de vista computacional, el estudio
de la rugosidad de la interfase W (L, t) es la piedra angular de este tipo de modelos, y viene
gobernada por la ley de escala de tipo Family—Vicsek [5].

Consideremos un proceso con una interfase inicialmente plana, i (z,0) = 0. El desarrollo
de la rugosidad presenta dos regimenes fuertemente marcados. A tiempos cortos, las fluctua-
ciones locales no han tenido tiempo de propagarse por toda la red, por lo que la anchura crece
temporalmente siguiendo una ley de potencias W ~ t°, donde 3 es el exponente de crecimien-
to. Sin embargo, la informacion fisica se propaga lateralmente con una longitud de correlacién
§ ~ t1/% En un tiempo de saturacion tg,; ~ L7, esta longitud alcanza el tamano total del siste-
ma. A partir de este momento, la rugosidad satura en un valor W,; que depende unicamente
del tamario espacial:

3, sit < tey

. (2.1)
LY sit > te

W(L,t) ~ {
siendo « el exponente de roughening y z el exponente dinamico. Motivados por el comporta-
miento de ecuaciones lineales, tanto Family y Vicsek [5], asi como Jullien y Botet [12], propu-
sieron un Ansatz de escala dindmica que unifica ambos regimenes en una tinica expresion:

t
W(L,t) ~ L* fry (L—> : (2.2)
donde la funcién de escala universal fry (u) se comporta asintéticamente como u” parau < 1
y tiende a una constante para v > 1. Con esta relacion dedujimos una de las relaciones funda-
mentales de la clase de universalidad KPZ: § = «/z, garantizando que la dependencia espacial
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L se cancele en el régimen de crecimiento temprano. Con esta hipotesis se comprobd numé-
ricamente que los datos de los diversos modelos discretos convergen a los valores universales
3

de la clase KPZ en 1 + 1 dimensiones: o« = % yz =73 [4].

2.2 Factor de estructura y escalado anémalo

Ademas de la rugosidad global, la informacion contenida en la interfase puede estudiarse a
través de su factor de estructura, o Power Spectral Density (Densidad Espectral de Potencia)
(PSD),

Sl 1) = ([h(kB)2) (23)
donde iz(k, t) es la transformada de Fourier de la altura.

En un sistema que obedece escalado dinamico estandar en dimension espacial d, el factor
de estructura satisface

Su(k,t) ~ k=D fo(k7), (2.4)

siendo fg una funcidn de escala universal. En el caso convencional, esta funcién tiene el com-
portamiento
,U/(QOC-‘Fd)/Z’ U << 1’

fs(u) ~ (2.5)
cte, u > 1.

Sin embargo, en muchos sistemas fuera del equilibrio aparece un fenémeno mas sutil cono-
cido como escalado anémalo. En este caso, el exponente extraido del espectro, que denotaremos
o y llamaremos exponente espectral, no coincide necesariamente con el exponente global «
obtenido a partir de la rugosidad. Entonces, el factor de estructura se reescribe de forma mas
general [9] como

Sl t) ~ k=D £ (), (2.6)

donde la funcién f; ya no tiene por qué saturar a una constante en el régimen estacionario.

La interpretacion fisica de esta separacion entre o y s es importante: o controla el es-
calado global de la interfase, mientras que o, refleja como se distribuyen las fluctuaciones
en el espacio de Fourier. Cuando ambos coinciden, el sistema presenta un escalado ordinario.
Cuando difieren, la superficie exhibe una estructura mas compleja.

2.3 La ecuacion Kardar-Parisi-Zhang (KPZ)

En la década de 1960, Murray Eden [13] propuso el primer modelo de crecimiento estocastico
en el contexto del crecimiento de células cancerigenas. Con una simplificacion de este pro-
ceso biologico, ided un modelo estocéstico lineal que representaba el estado de estas células.
Visto actualmente, puede recordar al juego de la vida de Conway, pues otorga a cada célula
cancerigena una probabilidad de hacer que sus vecinas se infecten.
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Figura 2.2: Simulacion de un cluster de Eden bidimensional y un liquen (Phlyctis argena) cuyo
proceso de crecimiento coincide con el modelo de Eden [14].

Pese a los numerosos intentos, el objetivo de obtener una PDE que sea capaz de describir,
reproducir y lo mas importante, dar informacién del sistema, no se habia logrado. Edwards y
Wilkinson introdujeron su ecuacion lineal [15]

Oih = vV?h +n(z,t). (2.7)

Fue un gran intento pues era resoluble, sin embargo, seria necesario aplicar cambios que per-
mitieran abstraerse a mas casos.

Fue asi como, analizando su comportamiento se observo que muchas de las superficies que
nos encontramos no crecen en una unica direccion. Por ello, parecia razonable presentar un
término no lineal que capturase este crecimiento lateral. Ademas de este razonamiento fisico,
analizando geométricamente el mecanismo de crecimiento de una superficie puede observarse
que el término de correccién que es necesario para no infraestimar la lateralidad frente al

crecimiento uniforme de EW es del orden de /1 + (Vh)2.

AN

Figura 2.3: Representaciones de una superficie en funcion del tipo de crecimiento. La primera
muestra una superficie estatica, la segunda tinicamente afectada por el término lineal y en
tltimo lugar la influencia del término (V1)2. En ella podemos apreciar la necesidad del término
no lineal en la ecuaciéon que describa este tipo de fenémenos.

En este punto, suponiendo que (Vh)? es pequefio, se puede desarrollar en serie la raiz,
dando lugar a la ecuacion Kardar-Parisi-Zhang (KPZ):

Oh = vV?h + %(Vh)2 +n(z,t) (2.8)
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donde el ruido, en el caso candnico descorrelacionado, satisface:

(n(z,t)n(2’,t')) = Dé(x — 2")o(t — t') (2.9)

Antes de pasar a introducir los polimeros dirigidos y su conexién con la ecuaciéon KPZ,
es imperativo hacer un anélisis de las caracteristicas fundamentales de la Ecuacion (2.8). En
primer lugar, la ecuaciéon no es simétrica bajo inversion espacial de la altura (h & —h). Este
hecho, que no se da originalmente en el modelo de Edwards-Wilkinson, permite distinguir
dos fenomenologias en la superficie descrita: un término no lineal positivo modela procesos
de crecimiento (como BD), mientras que uno negativo hace referencia a procesos erosivos.

En segundo lugar, la evolucion temporal dictada por la ecuacion KPZ obedece la hipotesis
de escala de Family—Vicsek. Su comportamiento asintético queda univocamente determinado
por los tres exponentes criticos mencionados en el Capitulo 1, o, 3, 2.

Finalmente, cabe destacar que estos exponentes no son independientes entre si. Ademas
de la ya justificada 5 = «/z, una de las propiedades matematicas mas profundas de la clase
de universalidad KPZ es la conocida como Invarianza Galileana

a+z=2, (2.10)

Tal y como se adelant6 en el Capitulo 1, la robustez de esta relacion se ve afectada por la intro-
duccidn de ruido correlacionado temporalmente (ver la deduccion de la Invarianza Galileana
en el Apartado B.1).

2.4 Polimeros dirigidos en medios descorrelacionados

Pasemos ahora al modelo que ocupa este TFG. Imaginemos una particula que se mueve en una
red bidimensional, una coordenada espacial y otra temporal, y que inicamente puede avanzar
hacia delante en el tiempo y a la derecha o a la izquierda. Situémonos si no en una cuerda
de longitud L a la que podemos adherir distintos pines dispersos en una red reticular. Estos
escenarios representan el modelo de DPRM.

»

T

Figura 2.4: Esquema de un polimero dirigido. Puede observarse en rojo el camino de minima
energia y en cada sitio de la red una energia aleatoria, con valores enteros de la distribuciéon

U10,9.

Tal y como podemos observar en la Figura 2.4, de manera intuitiva no estamos tratando
mas que una flecha dirigida en una direccion preferente, de abajo hacia arriba en este caso,
con libertad de movimiento lateral restringida a un paso por unidad de tiempo.
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2.4.1 Definicion

Es facil generalizar la nocién de Polimero Dirigido (Directed Polymer) (DP) previamente ex-
puesta a contextos mas abstractos de manera que podemos definir los DPRM como objetos en
ZN+! cuyo movimiento se da en direcciones restringidas (generalmente hacia adelante en el
tiempo ¢, con saltos laterales en ) sobre una red discreta.

De este modo, los polimeros se entienden como lineas elasticas o flechas bajo un paisaje de
energia desordenado. Cada sitio de lared (z, t) tiene asociado un potencial aleatorio o impureza
n(x,t). El polimero, en su crecimiento, busca una configuracién que optimice una funcion
de coste global, compitiendo entre dos efectos contrapuestos: la elasticidad (que penaliza los
estiramientos bruscos o desviaciones laterales grandes) y el desorden (que ofrece pozos de
potencial relevantes a nivel energético). Asi, el problema se convierte en buscar una solucion
combinatoria 6ptima en un medio aleatorio, lo que conecta este modelo con problemas de
optimizacion global.

2.4.2 Transformacion de Cole-Hopf

Entre 1950 y 1951, de forma independiente, Eberhard Hopf [16] y Julian Cole [17] desarrollaron
una herramienta matematica fundamental para tratar ecuaciones diferenciales no lineales. En
el contexto de KPZ, esta transformacion permite linealizar la ecuacion (2.8) mediante el cambio
de variable:

Z(x,t) = exp (%h(w,t)) (2.11)

Sustituyendo, (ver en Proposicion B.2.1 para mas detalles), podemos reescribir la evolucion
temporal de Z como:

A
0Z =vV3Z + En<x’t)z (2.12)

Esta ecuacion describe la evolucion de la funcién de particiéon Z de un polimero dirigido en un
potencial aleatorio 7(x, t). La importancia de este resultado es doble: por un lado, establece un
mapeo exacto entre el problema de crecimiento de superficies (KPZ) y la fisica estadistica de
polimeros; por otro, nos permite utilizar herramientas de integracion de caminos para estudiar
los exponentes criticos.

2.4.3 Conexion con la ecuacion KPZ

Esta reformulacion de la ecuacion KPZ permiti6 el estudio de nuevas propiedades del problema
del crecimiento de superficies definiendo los polimeros dirigidos mediante una funcién de
particién que, en su version continua toma la forma:

(x,t) t U v 2
Z(x,t) = o0) Dx(T) exp{—%/o dr [5 (Z—T) +77(X(7‘),T)]} (2.13)

Donde el primer término del exponente, proporcional a la velocidad al cuadrado, representa la
energia elastica o tension superficial del polimero (penaliza caminos muy curvos), y el segundo
término 7)(x, 7) representa el potencial desordenado del medio. El pardmetro 7" juega el papel
de la temperatura, controlando las fluctuaciones térmicas del polimero.
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Asi, esta descripcion de los DPRM permite ignorar la mayor parte de detalles microsco-
picos, capturando en su funcion de particiéon el comportamiento de escala del problema. La
conexion clave es que la energia libre del polimero se define como F(z,t) = —TIn Z(z,1).
Dado el mapeo de Cole-Hopf (h ~ InZ), concluimos que la altura de la interfase KPZ es
equivalente (salvo constantes) a la energia libre del polimero: h(x,t) ~ —F(z,t).

De este modo, podemos encontrar las siguientes cantidades relacionadas con los exponen-
tes mencionados en KPZ:

« Rugosidad transversal (¢): En términos geométricos, la desviacion tipica lateral del
polimero escala como Az ~ LS. Esto se relaciona con el exponente de rugosidad de la
superficie (o el inverso del exponente dindmico z en KPZ).

+ Fluctuacion de energia (w): La energia libre no est4 fijada en el DPRM debido al desor-
den, y sus fluctuaciones estandar A F' crecen con el tiempo caracterizadas por el indice
w, que corresponde al exponente de crecimiento (3 de la interfase.

La mayor parte de estudios mediante métodos de Transfer Matrix, que se explicaran en
el Capitulo 3, se realizan para el limite de temperatura cero (7" — 0). Esta tltima magnitud
aparece de forma natural al plantear los polimeros como un problema de mecéanica estadistica.
En T = 0, la integral de caminos esta dominada por el punto de silla, es decir, la contribucion
a Z proviene casi exclusivamente del Unico camino que minimiza la energia global. A este
camino se le denomina Ground State (estado fundamental).

2.4.4 Meétodos de resolucion

El modelo de DPRM constituye un problema canoénico en la fisica estadistica de sistemas des-
ordenados y en general, como se ha introducido previamente, representa una gran cantidad
de sistemas de estadistica o combinatoria con numerosas aplicaciones. Desde una perspectiva
analitica, el problema ha sido abordado mediante herramientas sofisticadas. El comportamien-
to de escala y los exponentes criticos se han estudiado extensamente mediante el Grupo de
Renormalizacion [18]. Mas notablemente, la integrabilidad exacta del modelo en ciertas con-
diciones (como la distribucion de ruido especifica) ha permitido el uso del Bethe Ansatz de
réplicas [19], una técnica que facilité la obtencion analitica de las distribuciones de probabi-
lidad de la energia libre (distribuciones de Tracy-Widom) para la clase de universalidad KPZ
[20].

Desde la vertiente computacional, el calculo de la configuracion de minima energia del po-
limero puede interpretarse como un problema de optimizacion global en un paisaje de energia
aleatorio. Es de destacar que en esencia, los polimeros comparten su nicleo con problemas
clasicos de complejidad computacional como el Problema del Viajante (TSP) o la busqueda de
estados fundamentales en vidrios de espin (que suelen ser problemas NP-completos). El hecho
de dirigir el crecimiento del polimero sirve como método para reducir la complejidad a tiempos
polinomiales, lo que lo hace una técnica particularmente rapida computacionalmente, cons-
tituyendo una gran ventaja frente a métodos de integracion u otros modelos que requieren
técnicas heuristicas como los algoritmos genéticos [21] o el Simulated Annealing [22].
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2.4.5 Modelos Discretos

Para el estudio computacional, es necesario discretizar la integral de caminos continua presen-
tada anteriormente. En una red reticular, un polimero dirigido de longitud L se define como
una secuencia de coordenadas I' = {z(0), z(1),...,z(L)} tal que |z(t) —x(t — 1) = 1 (enla
geometria 1 + 1 diagonal).

A cada sitio (z,t) de la red se le asigna una energia aleatoria 7(x, t). El Hamiltoniano del
sistema discreto, que representa la energia total de una configuracién o camino especifico I,
viene dado por la suma de las energias de sitio visitadas:

Hp = " n(a(t),t) (2.14)
Asi, se obtiene la funcion de particion discreta:

Z(x,t)= Y e (2.15)

I'—(x,t)

En el limite de temperatura cero (I" — 0 o 5 — 00), la suma en la funcién de particion esta
dominada enteramente por el camino que minimiza el Hamiltoniano.

Resulta de especial interés teérico destacar que este enfoque de optimizacion discreta no
solo define la dinamica del polimero, sino que permite establecer conexiones exactas con otros
problemas canonicos de la mecanica estadistica, como el limite de la percolacién'. Definiendo
el Hamiltoniano con la norma L, es decir, la energia del camino viene dada por:

Hr = max n(z(t),?) (2.16)
el objetivo del polimero pasa a encontrar la trayectoria minimax, es decir, aquella que minimiza
la energia maxima sorteada. En el limite (L. — 00), el valor de esta energia critica . por debajo
de la cual resulta estrictamente imposible encontrar un camino continuo que cruce el sistema,
converge al umbral critico de percolacion, p. ~ 0,6445 [4]. Esto evidencia una vez mas la
profunda conexion entre la geometria y crecimiento del modelo de polimeros con procesos en
medios desordenados.

2.5 Medios correlacionados

Hasta este punto, el desarrollo teérico de la ecuacién KPZ y el modelo de DPRM se ha funda-
mentado en la hipétesis de un ruido blanco gaussiano, caracterizado no solo por la ausencia
de memoria tanto espacial como temporal, sino también por la dependencia de los momentos
de orden superior con el de segundo orden 75. En este paradigma candnico, las correlacio-
nes del desorden decaen de manera instantanea, (n(z,t)n(2’,t')) o 6(x — 2/)é(t — t'). Sin
embargo, como se ha mencionado en el Capitulo 1, en numerosos sistemas fisicos el medio
presenta dinamicas con memoria, lo que introduce correlaciones de largo alcance que alteran

ISegiin la RAE: percolar, Del lat. percolare “filtrar, colar’. Dicho de un liquido: Moverse a través de un medio
poroso.
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la fenomenologia del sistema. El estudio de las correlaciones en el crecimiento de interfases
fue formalizado en 1989 por Medina, Hwa, Kardar y Zhang [23].

En dicho articulo, mediante el uso de técnicas de Renormalization Group (Grupo de Re-
normalizacion) (RG) aplicadas a la ecuaciéon de KPZ, se analiz6 el efecto de un ruido cu-
yas correlaciones decaen espacial o temporalmente siguiendo leyes de potencias de la forma
(n(z,t)n(a’,t)) ~ |z —a'|>~L|t — '|*~1. Medina et al. demostraron que la presencia de estas
correlaciones de largo alcance, siempre que superen un determinado umbral critico, actian
como perturbaciones fuertemente relevantes, provocando que el sistema fluya hacia nuevas
clases de universalidad gobernadas por exponentes criticos que dependen explicitamente de
los parametros de correlacion.

El estudio computacional discreto de los Polimeros Dirigidos en Medios Aleatorios (DPRM)
ha estado histéricamente enfocado en la correlacion espacial. Por el contrario, el impacto dina-
mico de una memoria pura introducida a lo largo del eje temporal del polimero constituye un
terreno notablemente menos explorado. Pese a la aparente solidez de este marco tedrico, los
resultados recientes [7] apuntan a lineas atin por investigar, por lo que este TFG se enmarca
en un contexto novedoso donde la bibliografia es reducida y cuyos resultados pueden ser el
germen de futuras vias para caracterizar el efecto de las correlaciones temporales en una de
las clases de universalidad mas contrastadas como lo es la de KPZ sin correlacion.
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CAPITULO 3

Metodologia

En este capitulo detallamos la metodologia seguida para simular el crecimiento de polime-
ros dirigidos. Comenzaremos introduciendo el algoritmo de optimizacion utilizado, llamado
Matriz de Transferencia (Transfer Matrix), que nos permite definir una energia asociada al DP,
para posteriormente profundizar en la técnica utilizada para generar el ruido con correlaciones
temporales, que es uno de los pilares de este trabajo. Finalmente, estudiaremos la geometria
de la red del caso canoénico, delegando al Capitulo A la implementada por nosotros, motivando
la eleccion tomada para abordar el problema.

3.1 Método de la matriz de transferencia

El DPRM en 1+1 dimensiones admite una solucién determinista y eficiente mediante técnicas
de programacién dinamica. En este trabajo, adoptamos el enfoque numérico conocido en fisica
como el método de la Transfer Matrix o Matriz de Transferencia. Este método transforma el
problema de optimizacién global en una relacion de recurrencia con la que definimos la evolu-
cion del polimero. La energia libre F(z,t) que termina en la posicién transversal x al tiempo
t se construye iterativamente a partir de los pasos anteriores:

E(z,t+1) =min{E(x+ 1,t) + n(z + 1,t), E(x — 1,t) + n(z — 1,¢)} (3.1)

donde el término 7(x, t) representa el desorden o ruido asociado al sitio (x,t) de la red.

El nucleo de este trabajo reside precisamente en la naturaleza estadistica de este término
n(x,t). Mientras que el modelo estindar (y la mayoria de soluciones analiticas) asume que 7 es
ruido blanco gaussiano’, en las siguientes secciones introduciremos una correlacion temporal
no trivial para estudiar su impacto en la clase de universalidad KPZ con correlacion.

3.2 Generacion del Ruido Correlacionado

Como se ha mencionado, el ruido puede ser de diversas naturalezas, en funcién de la relacion
que hay entre los distintos puntos de la red. En la literatura, los modelos mas estudiados han
sido los de ruido descorrelacionado ((r(z,t)n(2',t")) ~ é6(x — 2’)d(t — t')) o correlacionado
espacialmente ((n(z,t)n(2',t')) ~ f(lx — 2'|)d(t — t')). Elementalmente, entendemos que
estos tipos de ruido representan paisajes de energia en los que es indiferente donde y en qué

!'Esto quiere decir que, al ser gaussiano, los momentos de orden superior dependen del de segundo orden y
por otro lado; al ser blanco, se asume una estructura de correlacién dada por Deltas de Dirac 9.
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momento estamos o donde si importa la posicion. En este trabajo tratamos el caso de ruido
correlacionado temporalmente, es decir, que tiene memoria sobre donde estuvo el polimero.
Para poder visualizar como se dibuja este panorama en la red podria pensarse en un mapa sobre
el que, si en un punto dado se da una montafia o un valle, entonces a lo largo de ese punto en el
tiempo se preservara, en mayor o menor medida, esta condicion. Asi habra una predileccion a
generar regiones de baja o alta energia, haciendo que el polimero tienda a recorrer estas zonas.

Para poder incluir este tipo de ruido, es necesario conocer como generarlo e implementarlo.
Matematicamente, buscamos que la correlacion siga una ley de potencias o power-law:

(n(x, tyn(a',¢)) ~ [t —t'[777" (3.2)
Este tipo de ruido, también conocido como ruido 1/ f# es muy utilizado en el sector de la inge-
nieria de Telecomunicaciones [24]. Mas particularmente, toma distintos nombres dependiendo
del régimen que abarca. En este estudio se tomo el intervalo 5° € [0, 1), pasando de un caso
descorrelacionado (ruido blanco) al de fuertemente correlacionado (ruido rosa).

Transicion Espectral: Del Ruido Blanco al Ruido Rosa

104_

103,
Ruido Blanco (R=0.00)
B=0.20

£=0.40

=0.60

p=0.80

1024 —— Ruido Rosa (B=0.95)

Espectro de Potencia (5(f)

107 1072 101
Frecuencia (f)

Figura 3.1: Representacion en el dominio de frecuencias de distintos tipos de ruido generados
con nuestra implementacién de correlacién 1/ f”.

3.2.1 Transformada continua de Fourier

Las propiedades de la Transformada de Fourier del ruido de la Ecuacion (3.2) permiten una facil
implementacion y control numérico, tal y como se presenta a continuacion.

Definicion 3.2.1. Sea f € L'(R) una funcién integrable Lebesgue. Definimos la transformada
de Fourier como:

f(w) = F(f(2) = % / f(@)e = da (33)

A partir de esta definicion formal y de la forma que toma el ruido (Ecuacion (3.2)) una
funcién |t — #/|?*~! tiene en el espacio reciproco un espectro:

1
~Y
|w|?

S(w) (3.4)

2E1 1 del exponente es un artificio del calculo de manera que se consiga una relacién w” en el espacio reciproco,
podria no incluirse sin mayores consecuencias.
3Como se mencioné al inicio del trabajo, 20 = 3.
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donde el exponente 6 controla la intensidad de la memoria del sistema. Esta propiedad es
demostrable haciendo uso de la definicién de la transformada de Fourier (Definicion 3.2.1) y
herramientas elementales del calculo (ver la demostracion en Apartado B.3).

3.2.2 Transformada Discreta de Fourier (DFT)

Una vez conocemos la relacion que hay entre el ruido en el espacio real y reciproco (Ecua-
cion (3.4)), hay que recalcar que estas definiciones son continuas, lo cual es inviable desde el
punto de vista computacional. De este modo, para utilizar esta técnica de filtro espectral es
necesario introducir la Discrete Fourier Transform (Transformada Discreta de Fourier) (DFT)
para una secuencia {z,,} conn € {0,..., N — 1} como:

N-1
X = Z xne_’%%” (3.5)
n=0

La Inverse Discrete Fourier Transform (Transformada Discreta de Fourier Inversa) (IDFT) per-
mite recuperar la sefial en el dominio temporal:

1 N-1
p= 3 Xperan 3.6

El calculo directo de la DFT tiene una complejidad O(N?). Para optimizar el tiempo de compu-
to, especialmente dado que necesitamos generar ruido para todos los sitios de la red en cada
paso de tiempo, utilizamos el algoritmo de la Fast Fourier Transform (Transformada Rapida de
Fourier) (FFT)*, descrita originalmente por Cooley y Tukey [25], que reduce la complejidad a
O(N log N) y esta implementado como libreria en Python.

3.2.3 Algoritmo de Generacion de ruido

Definimos de este modo la siguiente rutina para generar un N-vector de ruido correlacionado
con exponente 6:

1. Generacién de Ruido Blanco: Se almacena una secuencia u(t) de longitud N de nimeros
aleatorios gaussianos descorrelacionados, tal que (u(t)) =0y o = 1.

2. Transformada al Espacio de Frecuencias: Se calcula la transformada rapida de Fourier de
la secuencia: u(w) = FFT(u(t)).

3. Filtrado Espectral: Este es el paso mas importante pues es donde introducimos la corre-
lacion. Para ello, se multiplican los coeficientes de Fourier por el factor de peso corres-
pondiente de manera que se obtiene una serie tal que S(w) ~ 1/w? (Ver Apartado B.3).

4. Transformada Inversa: Para volver al dominio original, se aplica la IFFT

n(t) = Re(IFFT (7 (w)))*

“De manera analoga se obtiene el método para Inverse Fast Fourier Transform (Transformada Rapida de Fourier
Inversa) (IFFT)

5Se toma la parte real para eliminar residuos numéricos imaginarios, aunque teéricamente el resultado deberia
ser real.
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Capitulo 3. Metodologia 3.3. Comprobacion del algoritmo

Esto se repite de forma independiente para cada posicion x de la red, asegurando que el ruido
esté correlacionado temporalmente pero descorrelacionado espacialmente.

3.3 Comprobacion del algoritmo

Es imperativo comprobar que efectivamente el ruido se comporta con el indice de correlacion
deseado. De no ser asi, las conclusiones extraidas en este trabajo dejarian de ser validas. Para
ratificar que la serie temporal resultante obedece estrictamente la estadistica 1/f7, se ha dise-
fiado un algoritmo para verificar el comportamiento del generador de ruido. En este analisis,
se toma una serie unidimensional de gran longitud (2%° pasos) con el objetivo de minimizar los
efectos de tamaiio finito, y a continuacion, se procede a calcular su PSD. Para reducir el ruido
estadistico se implementa un calculo por ventanas, de manera que se divide la sefial original,
calculando sub-intervalos de tamafio 2!° y se promedian. Finalmente, se extrae el exponente
empirico realizando una regresion lineal sobre el espectro en escala log-log. Los resultados de
esta validacion espectral se exponen en la Figura 3.2.

—— Data (B=0.10)
N ---- Fitted slope: -0.0981 X,
s —— Theoretical slope: -0.10

—— Data (8=0.40)
--- Fitted slope: -0.3990
>, —— Theoretical slope: -0.40

Power Spectrum
Power Spectrum

103

-
=)
w

1072 107t
Frequency

(a) Ruido 8 = 0,1.

—— Data (3=0.70)
--- Fitted slope: -0.7014
—— Theoretical slope: -0.70

1072 1071
Frequency

(b) Ruido 8 = 0,4.

—— Data (B=0.90)
--- Fitted slope: -0.9043
—— Theoretical slope: -0.90

=
o
ES

104

Power Spectrum
Power Spectrum

o
=)
W

1073 1072 107! 1073 1072 101
Frequency Frequency

(c) Ruido 8 = 0,7. (d) Ruido 8 = 0,9.

Figura 3.2: Espectro de frecuencias del ruido generado mediante el algoritmo espectral. Puede
observarse el ajuste lineal (rojo) frente a la pendiente tedrica deseada (verde) en funcién del
indice /3 impuesto.

Tal y como se ilustra en la Figura 3.2, para correlaciones débiles, como en el casode 5 = 0,1,
el espectro presenta una mayor dispersion estadistica; un comportamiento esperable dado que
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la sefial se aproxima al limite del ruido blanco puro. Por el contrario, el algoritmo demuestra
una gran robustez en el régimen de fuerte correlacion (8 = 0,9). En este limite, las trans-
formadas discretas de Fourier suelen verse severamente afectadas por artefactos numéricos.
Sin embargo, la rutina implementada preserva el espectro sin desviaciones apreciables. Esta
validacion certifica la fiabilidad del generador de ruido, garantizando que el paisaje sobre el
que evolucionara el polimero posee exactamente la memoria temporal exigida por el marco
tedrico.

3.4 Geometria de lared

Un detalle crucial para el estudio de los polimeros es la eleccion de la geometria de la red sobre
la que evoluciona. A continuacion se presenta la canonica en la literatura, una red rectangular
en la que el camino crece describiendo una forma de cono. Esta disposicion es probablemente
la mas intuitiva, sin embargo, en el problema correlacionado se opt6 por otra alternativa, una
red cuadrada rotada, que nos facilita la implementacion del ruido en el caso correlacionado.
Ambas geometrias son totalmente equivalentes pero es necesario estudiar con detenimiento
la simetria del problema para introducir correctamente el ruido. Asi pues, a continuacion se
aborda la mas habitual en los textos sobre DPRM y en el Capitulo A pueden encontrarse los
detalles acerca de la utilizada por nosotros. En resumen:

+ Mediante la geometria rectangular se evaluara el modelo clasico. Esta es la implemen-
tacion mds natural, correspondiéndose con la descripciéon mas fiel al concepto que se
tiene de un DPRM. En esta red, se obtendran los exponentes criticos cldasicos, verifican-
do nuestro algoritmo.

« Se aplicara la transformacion de coordenadas para pasar de la red rectangular a la cua-
drada rotada con el fin de facilitar la introducciéon del ruido correlacionado. En esta
topologia se correran las simulaciones finales, obteniendo los nuevos exponentes y se
realizara el analisis final en el Capitulo 5

3.4.1 Red rectangular

Se dispone de una red rectangular con coordenadas (z, t) discretas en la que ¢ hace referencia
a la direccion temporal o longitud del polimero, mientras que x es la direccion transversal o
espacial.

Para evitar posibles problemas de frontera, se genera un reticulo de tamafio X x L, con
X = 2-L+ 1, donde L es el tamarfio del sistema que se va a estudiar. Esto garantiza que
el polimero nunca alcance los bordes durante una evolucion de L pasos. Asi, no se impone
ningun tipo de condicién lateral y el polimero avanza libremente. Al situar el origen en el
centro, podemos aprovechar el movimiento del polimero reduciendo el tamafio de la red al
cono causal que describe, de ahi que la red sea rectangular pero inicamente representemos,
como se ve en la Figura 3.3, un cono.

De este modo, en un instante ¢, si el polimero se encuentra en la posicion x, entonces el
siguiente sera o bien (z + 1,t 4+ 1) obien (x — 1,2 + 1).
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A

T

Figura 3.3: Representacion esquematica de la geometria de red rectangular implementada. Se
ilustra una version de dimension baja donde se aprecian tres posibles trayectorias del polimero
en color verde, rojo y azul.

Respecto a la introduccion de ruido en el problema distinguimos el caso blanco y el corre-
lacionado.

En el primero, la implementacion es directa, lo que se denomina on-site, es decir, se puede
asignar un ruido a cada nodo o posicion de la red. Habitualmente, y también en este caso,
se introducen ruidos gaussianos (~ A(0, 1)) o uniformes entero (~ UJ0,9]). No hay dife-
rencia entre cual de las dos distribuciones elegir, sin embargo, en la implementacion del caso
correlacionado, se da un posible beneficio de seleccionar los nimeros enteros en lo que a al-
macenamiento se refiere. Esto se debe a que, a nivel computacional, guardar la informacion
de niimeros enteros es mucho mas ventajoso para la memoria. En el Apartado 6.2 se abordara
esta cuestion y las posibles ventajas que presenta, si bien destacamos que en el caso de ruido
blanco, no hay una relevancia significativa sobre el tipo de distribucion que se elija.

Para el caso correlacionado hay que tomar en cuenta la simetria de la red. El problema
que abordamos es la correlacion temporal, es decir, puntos fijos espacialmente deben tener
memoria. Para ello, consideramos los puntos equivalentes de la red, aquellos que entendemos
como no habernos movido. En este caso se observa que los movimientos que dejan inmévil una
posiciéon son +1, —1 0 —1, 41, lo que en referencia a la Figura 3.3 seria: movernos a la derecha y
luego a la izquierda o viceversa. Esta situacion hace que pasemos del modelo on-site del ruido
blanco a on-bond (sobre el enlace), de manera que cada punto tendra dos posibles ruidos, el
proveniente de la izquierda, es decir, del movimiento —1,+1 y de la derecha +1, —1.

Supongamos que tenemos una matriz en la que cada nimero representa un vector corre-
lacionado distinto. De este modo, para respetar la simetria descrita previamente, los puntos
equivalente seran aquellos que provengan de los movimientos de zig-zag, es decir, el punto
(x,t) estara correlacionado con (z,t—2), (x,t+2)... LaFigura 3.4 ilustra este comportamiento.
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X

Figura 3.4: Representacion de la introduccion del ruido correlacionado en la red rectangular.
Puede observarse en el mismo color los movimientos que dejan al polimero en el mismo sitio
y diferenciados asi también los carriles que se forman debido a la posibilidad de llegar por cada
uno de los lados del nodo. Esto se realiza para todos los puntos de la red, pero para facilitar la
comprension se han dibujado en unos pocos de manera que no se superpusieran entre si.

De cara a la programacion, este método posee una gran ventaja, que es la implementacion
directa del ruido. Como contraparte, la indexacion en el algoritmo de crecimiento se complica
notablemente. Es necesario diferenciar entre las posiciones pares de las impares, para asi de-
terminar a qué enlace hay que acceder. El factor determinante en este caso pasa por la Random
Access Memory (RAM). Mientras que en la red rectangular trabajamos con arrays del orden
de 2L X L, en la red cuadrada es de L x L. Requerimos asi matrices de la mitad de tamafio,
aumentando la capacidad de almacenamiento. De cualquier modo, tal y como se ha mencio-
nado previamente, la aqui expuesta es la mayormente utilizada y consideramos que es la mas
ilustrativa.
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CAPITULO 4

Validacion: DPRM sin correlacion

Una vez presentado el eje sobre el que gira el trabajo y de haber expuesto la metodologia a se-
guir para el estudio de la clase de universalidad KPZ, pasamos a implementar numéricamente
lo explicado en el Capitulo 3. Desarrollaremos a continuacion el problema candnico del DPRM
con ruido descorrelacionado, tanto espacial como temporalmente. El objetivo es validar el co-
digo que se ha desarrollado, demostrando la capacidad de reproducir los resultados clasicos de
la literatura, especificamente los exponentes caracteristicos ¢, w y a.

4.1 Exponentes Universales

Como se ha explicado en el Capitulo 2, el problema del polimero dirigido puede entenderse o
abordarse como una generalizacion compleja de una particula o cuerda dirigida con restric-
ciones en el movimiento. Asi, un camino aleatorio simple a temperatura 7' = 0 constituye
un problema de optimizacién global en el que el polimero busca los minimos de energia en el
fondo desordenado, lo que induce un pinning en pozos de potencial. De este modo el compor-
tamiento asintético del polimero viene caracterizado principalmente por tres exponentes.

1. Exponente de wandering ({): Describe como escala la desviacion estandar de la posi-
ciéon del minimo de energia frente al tamario del polimero L.

Ax(L) = \/(2(L)?) — (x(L))* ~ L (4.1)

2. Exponente de Fluctuacion de Energia (w): Describe como escala la desviacion estan-
dar de la energia libre minima acumulada frente a la longitud del polimero L.

AE(L) = V(E(L)?) - (E(L))* ~ L* (4.2)

3. Exponente roughening (a): Se define como el cociente

o= % (4.3)

Para el caso descorrelacionado, tal y como introdujo en la Ecuacion (2.10), puede verse
que @ = 1/2. Sin embargo, en el Capitulo 5 se observara la ruptura esta relacion.

Para sistemas de dimension 1 + 1 existe un consenso teoérico respaldado por resultados anali-
ticos [4]. Los valores que definen esta clase de universalidad son:

(=2/3, w=1/3, a=1/2 (4.4)
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Capitulo 4. Validaciéon: DPRM sin correlacion 4.2. Implementacioén

Cabe recordar aqui lo expuesto en la Apartado 2.4.3 acerca del mapeo exacto entre los DPRM y
la ecuacion KPZ. La energia libre del estado fundamental del polimero, E(z, t), juega un papel
analogo al perfil de alturas h(z, t) de la interfaz en crecimiento. Esta equivalencia nos permite
entender los exponentes de los polimeros en términos de KPZ:

« La fluctuacién de la altura de la interfaz crece en el tiempo como W ~ LPxPz En el
polimero, esto equivale a las fluctuaciones de la energia libre con la longitud, de modo
que se establece la identidad w = fxpy = 1/3.

- Lalongitud de correlacion lateral de la superficie escala como £ ~ L/?kPZ 1o cual se
traduce directamente en la desviacion transversal o wandering del polimero al explorar
el espacio, fijando la relacion ( = 1/zxpz = 2/3.

+ El exponente roughening de la superficie (axpz), que en la teoria de Family-Vicsek
obedece la relacion de escala zxpy = axpz/Brkpz, puede recuperarse en el marco del
polimero dirigido a través del cociente de sus exponentes: axpy = w/( = 1/2.

Esta conexion nos permite investigar la clase de universalidad KPZ resolviendo el problema
de optimizaciéon que representa DPRM.

4.2 Implementacion

Para validar el algoritmo de Transfer Matrix, realizamos simulaciones con ruido de distribucion
U(1,9). El crecimiento se ha simulado en redes de tamafio L desde 2% hasta 213,

4.2.1 Control de densidad

Para mantener la calidad de la estadistica hemos utilizado una técnica para preservar la den-
sidad de puntos de manera que el nimero de realizaciones (/Ng;,,,) disminuye a medida que
aumenta la longitud del sistema (L), manteniendo el producto N, x L ~ Cte. Con este
procedimiento aseguramos tener una concentracion de puntos constante, evitando generar
colas pesadas a tamanos de drdenes superiores, lo que podria alterar los ajustes debido al peso
estadistico de estos valores.

Listing 4.1: Control de la densidad de estadistica segun el tamarfio del sistema.

# Define a constant to control the density of points.
CONST = N_SIMULATIONS * m_1
Fo o odl
for i in range (MIN_LENGTH, MAX_LENGTH + 1, 1):
# Lattice size
LENGTH = int (2%*1i)
X = int(2 * LENGTH + 1)
8 # Decrease number of simulations for larger systems to manage 'density' of points.
9 N_SIMULATIONS = int(CONST // LENGTH)

P NI B NI SR,

Analizamos asi la evolucion temporal de las fluctuaciones en escala logaritmica, donde la ley
de potencias se manifiesta como una recta de pendiente igual al exponente critico a estudiar,
para un nimero de simulaciones iniciales de 10°.
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4.2.2 Algoritmo de crecimiento

En este modelo, el ruido descorrelacionado 7)(x, t) se asigna a cada una de las posiciones de la
red de manera independiente (on-site). Mediante el método de la Matriz de Transferencia dado
por la Ecuacion (3.1), se calcula iterativamente la energia minima para cada posicion temporal.
El siguiente fragmento de cddigo destaca la sencillez para implementar la dinamica de creci-
miento en esta geometria. Adicionalmente, se puede observar la técnica de reconstruccion de
la trayectoria (TRACK_PATH), en la que se almacena la decisién 6ptima tomada localmente para
posteriormente retrotraer el camino hasta el origen.

Listing 4.2: Algoritmo de crecimiento del polimero en el caso descorrelacionado y técnica de
reconstruccion de la trayectoria minima.

1 E_current = np.full(X, np.inf)
2 E_current [CENTER] = 0

3 for t in range (LENGTH):

4 epsilon_t = np.random.randint(1l, 9, X)

5 left_side = E_current[:-2] + epsilon_t[:-2]

6 right_side = E_current[2:] + epsilon_t[2:]

7 E_next = np.full(X, np.inf)

8 E_next[1:-1] = np.minimum(left_side, right_side)
9 if TRACK_PATH:

10 pathing = left_side <= right_side

11 prev_matrix[t, 1:-1] = np.where(

12 pathing, np.arange(l, X - 1) - 1, np.arange(l, X-1)+1)
13 E_current = E_next

14 final_pos = np.argmin(E_current)

15 final_energy = E_current[final_pos]

4.2.3 Introduccion del ruido

Como se mencioné en el Apartado 3.4, el caso del DPRM clasico se realiz6 como tal, conser-
vando la geometria de una red rectangular y usando ademas el modelo de ruido on-site. De
este modo, como muestra el Cédigo 4.2, Unicamente es necesario generar el ruido del tama-
fio de la red de manera que el mapeo sea directo con la posicion que ocupa. Para mejorar la
eficiencia del algoritmo, no es necesario almacenar todo el ruido en una matriz, ya que esto
podria suponer un bottleneck en la memoria a sistemas grandes. Aprovechando el caracter re-
cursivo del método de Transfer Matrix se genera un vector de longitud 2L 4 1 que se suma al
vector que almacena la energia del paso actual. Asi, una vez visitado el paso ¢ se pasaal t + 1
sobrescribiendo los valores.

4.3 Visualizacion de los caminos 6ptimos

Antes de proceder a dar los valores de los exponentes criticos, resulta de utilidad realizar una
inspeccion visual del sistema. Para ello, se han reconstruido las trayectorias 6ptimas para dis-
tintas longitudes L bajo ruido blanco. Asi, en la Figura 4.1 puede observarse que a medida que
aumenta la longitud del sistema, el polimero tiende a recorrer zonas de baja energia, lo que
induce un comportamiento de pinning en estas regiones. Adicionalmente, al estar en el caso
de ruido blanco puede apreciarse que la mayor densidad de lineas se concentra en el centro de
la red, habiendo pocos caminos 6ptimos con una lateralidad o curvatura muy pronunciada.
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Figura 4.1: Caminos 6ptimos reconstruidos para longitudes desde 2°,2'° 2! y 212 Se super-
ponen 1000 realizaciones a las que se le asigna su energia final para crear el mapa de calor
cuya leyenda se puede observar a la derecha de la grafica.

Mas alla de esta exploracion, cabe mencionar, acerca de la escala de energias con la que se
grafica el mapa de calor, que las fluctuaciones de esta energia minima final no obedecen una
estadistica gaussiana. En la clase de universalidad KPZ, la probabilidad converge asintotica-
mente a la distribucion de Tracy-Widom [20], [26], [27]. Esta universalidad dicta que distintos
tipos de variables aleatorias convergen a una misma ley bajo fluctuaciones extremas, vincu-
lando el crecimiento de interfaces con la teoria de matrices aleatorias y sistemas con fuertes
correlaciones espaciales.

4.4 Resultados

A continuacion se presentan los resultados obtenidos para cada uno de los exponentes criticos
mencionados. Cabe destacar que, si bien los valores calculados son consistentes con la teoria,
la interpretacion de los intervalos de error difiere ligeramente de otras ramas de la fisica. Las
simulaciones numéricas estan sujetas a dos fuentes de incertidumbre: un error puramente es-
tadistico (x 1/+/Ngm), que se mitiga promediando sobre un gran nimero de realizaciones y
un error sistematico introducido por los efectos de tamafio finito del sistema, cuya cuantifica-
cién analitica no siempre es abordable. Para paliar este tltimo, el estudio se ha realizado sobre
diferentes tamanos de red. Por tanto, mas que exigir una compatibilidad estricta dentro de un
margen de 2,50 u otros estandares, para una medida aislada, el criterio de validez de estos re-
sultados reside en observar su convergencia asintética hacia los valores universales esperados
al escalar el sistema.
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4.4.1 Exponente de wandering ()

En la Figura 4.2 mostramos el desplazamiento cuadratico medio. El ajuste lineal reporta ( =
0,664 4 0,008. Este valor coincide con el resultado teorico esperado 2/3 ~ 0,667.

e Simulacién @
---- Ajuste: {=0.66418 + 0.00794
8.0
/./,
7.5
= [
N 70 ,’,
o -
o
6.5
s
6.0
j»

9.0 9.5 10.0 105 11.0 11.5 12.0 12.5 13.0
log, (L)

Figura 4.2: Escalado del wandering vs tamano del sistema L en escala log-log. La linea roja
discontinua indica la pendiente tedrica { = 2/3y el error se corresponde con el valor reportado
por el ajuste automatico del método lingress de la libreria scipy.

4.4.2 Fluctuaciones de energia (w)

Analogamente, en la Figura 4.3 presentamos la desviacion estandar de la energia. Obtenemos
que w = 0,329 + 0,007, en concordancia con law = 1/3 ~ 0,333.

e Simulacién ®
5.2 | ---- Ajuste: w=0.32880+ 0.00718

5.0

logx ((E))

4.2 e

4.0 | ¢

9.0 9.5 10.0 10.5 11.0 11.5 12.0 12.5 13.0
log (L)

Figura 4.3: Escalado de las fluctuaciones de energia AFE vs el tamaiio de sistema L en escala
log-log. La linea roja discontinua indica la pendiente tedrica w = 1/3y el error se corresponde
con el valor devuelto por el ajuste automatico del método lingress de la libreria scipy.
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4.4.3 Exponente roughening («)

Aplicando la definicion que se ha introducido al inicio del capitulo podemos observar que
efectivamente,

(4.5)

DN —

a:%zo,%io,oz:

tal y como esperabamos, confirmando ademas la Invarianza Galileana (Ecuacion (2.10)).

Con estos resultados encontramos validado nuestro cédigo pues los exponentes obtenidos
son iguales a los que se pueden encontrar en la literatura.

4.5 Eficiencia del modelo

Cabe destacar que nuestra implementacion de este problema es extremadamente eficiente. Las
simulaciones realizadas en Python con calculos vectorizados para el tamafio de sistema de 10°
nos otorga una buena precisiéon en un tiempo de computo de 30 minutos. Las especificaciones
de la maquina utilizada son:

Componente Detalle Técnico

Procesador Intel Core i7-1255U

Configuracion de Nucleos 10 ntcleos (2 Performance, 8 Efficient)
Subprocesos 12 hilos

Frecuencia Maxima 4.70 GHz

Memoria Caché 12 MB Smart Cache

Memoria RAM 16 GB DDR4-3200 MHz

Tabla 4.1: Especificaciones técnicas del procesador y memoria RAM.

Adicionalmente a la eficiencia del algoritmo debida a su implementacion, subyace un he-
cho fundamental en la naturaleza del DPRM en contraposicion a la resolucion directa de la
ecuacion KPZ. En el problema abordado, no existen regimenes transitorios que sea necesario
sortear para alcanzar el limite asintético. Esto permite obtener los resultados desde longitu-
des de sistema relativamente pequefias, lo que se traduce en una reduccién muy significativa
del tiempo de computo y menores requerimientos de memoria, que es el principal bottleneck
que nos encontramos a la hora de intentar incrementar el tamafio del sistema, pues hay que
almacenar matrices de tamafio L x L.
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CAPITULO 5

DPRM con correlacion

Una vez validado el algoritmo en el caso de ruido blanco, procedemos a estudiar el sistema
bajo la influencia de ruido correlacionado temporalmente del tipo 1/f° (power-law noise). El
capitulo anterior lo cerramos destacando la gran eficiencia del DPRM. Como contraparte, es
necesario mencionar ahora que el problema correlacionado tiene una complejidad compu-
tacional mayor al requerir FFTs, bucles y comparaciones en todos los puntos de la red. Esto no
supone un impedimento, pero si que es necesario optimizar lo maximo posible el codigo, prin-
cipalmente a nivel de memoria RAM, con el fin de que las simulaciones puedan realizarse en
un tiempo razonable en el sistema de mayor tamano posible. Con las mismas especificaciones
que se mostraban en la Apartado 4.5, se recogen a continuacion las diferencias entre ambos
casos, para reflejar la importancia y gran salto técnico que supone la introduccion de ruido
correlacionado.

Tipo de Ruido Estadistica Tiempo aprox. Cores Estadode RAM
Descorrelacionado 10° 30 min 11 Sin limitaciones
Correlacionado 10 3-4h 5 Overflow

Tabla 5.1: Se observa que la estadistica baja claramente un orden de magnitud mientras que el
tiempo de computo se multiplica por un factor de 6 — 8. El nimero de nucleos de paralelizacion
se divide a menos de la mitad debido a que, a diferencia del primer caso, el ruido correlacio-
nado presenta una alta demanda de recursos; al exceder la capacidad de la RAM (overflow), el
sistema recurre a la memoria swap, lo que reduce drésticamente la velocidad de procesamiento
y supone el principal bottleneck del proceso.

5.1 Implementacion

5.1.1 Algoritmo de crecimiento

Tal y como se comenta en el Capitulo A, el algoritmo de crecimiento para la geometria elegida
es similar al de la Ecuacion (3.1), el siguiente fragmento del cédigo lo muestra:

Listing 5.1: Algoritmo para la evolucién del polimero en el caso de una red cuadrada.

Foood
for t in range(2, LENGTH):
E_next = np.full(X, np.inf, dtype=np.float64)
# Loop on spatial points
for x in nb.prange(0, t + 1):
6 if x == 0:

[E N TR RN
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7 down_side = E_current[x] + Down_noisel[t - 1, 0]

8 left_side = np.inf

9 elif x == t:

10 left_side = E_current[x - 1] + Left_noise[t - 1, x - 1]
11 down_side = np.inf

12 else:

13 down_side = E_current[x] + Down_noisel[t - 1, x]

14 left_side = E_current[x - 1] + Left_noise[t - 1, x - 1]

15 E_next[x] = min(left_side, down_side)

Asi, la ecuacion que se esta iterando es:
E(z,t+ 1) = min {E(x,t) +npn(x,t), E(x — 1,t) + npy(z — 1,t)} (5.1)

Sin mas que reajustar los indices por el tipo de movimiento, la energia en un punto de la red
evoluciona: o bien quedandose en la posiciéon que estaba, lo que hemos denominado hacia
arriba, o bien desplazandose en diagonal.

5.1.2 Introduccion del ruido correlacionado

Nos situamos ahora en el punto mas delicado de este TFG. En el Apartado A.1 se explica que
en el modelo on-bond cada nodo de la red ahora tiene dos ruidos asociados en funciéon de si
el polimero proviene de debajo o de la izquierda, de ahi la nomenclatura en inglés. De este
modo, los carriles que se aprecian en la Figura 5.1 estan duplicados en el sentido de que a
una posicion podemos llegar mediante los dos movimientos en L reciprocos, es decir, arriba +
derecha o derecha + arriba.

X

Figura 5.1: Ejemplo ilustrativo de la introduccién del ruido correlacionado en el caso de una
red cuadrada rotada. De manera similar a como se explico en la Apartado 3.4.1 los carriles que
en la Figura 3.4 se formaban paralelos a la direccién de crecimiento ahora son subdiagonales
en la red. Esto complica la indexacion del ruido ya que los vectores correlacionados debemos
situarlos manualmente en la posicion correspondiente de la red.

Asi, dividimos el ruido en dos matrices, una para cada posibilidad del ruido y aprovechamos
la forma triangular del problema para poder eliminar los valores que no se acceden. De este
modo liberamos la mitad de la memoria, almacenando inicamente las posiciones que se visitan.
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5.2 Evolucion de los exponentes criticos

Tras validar que el sistema descorrelacionado recupera los valores candnicos (Capitulo 4), en
esta seccion analizaremos como evolucionan los exponentes criticos al introducir ruido corre-
lacionado power-law. Para ello, hemos extraido los valores de los exponentes para correlaciones
6 = 5/2 en el intervalo [0, 1/2).

5.2.1 Exponente wandering y fluctuaciones de energia

En primer lugar, analizamos el impacto de la memoria temporal sobre la geometria de los
caminos 6ptimos y su energia libre asociada, tomando como referencia el comportamiento
del régimen descorrelacionado (Apartado 4.4). En la Figura 5.2 se presenta la evolucion del
exponente de wandering (¢) y del exponente de fluctuacion de energia (w).
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Figura 5.2: Relacion de los exponentes ( y w frente al parametro de correlacion 6.
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Se aprecia claramente la dependencia de los exponentes a medida que aumenta la inten-
sidad de la correlacion en el ruido. Mientras que en el caso descorrelacionado encontrabamos
que ¢ = 2/3 ~ 0,66 yw = 1/3 ~ 0,33, ahora para valores de correlacion significativos
observamos un aumento de ambos, llegando a ( ~ 0,75y w ~ 0,7.

5.2.2 Ruptura de la Invarianza Galileana

Continuando con lo establecido en el marco tedrico, analizamos a continuacién qué ocurre
con el exponente de rugosidad (Ecuacién (4.3)) y, por ende, con la Invarianza Galileana (Ecua-
cion (2.10)). La Figura 5.3 ilustra la evolucion del parametro oo comparado simultaineamente
con el exponente dinamico z.
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%)
° ¢
0.8
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Pardmetro de correlacion 6 = /2

Figura 5.3: Evolucion conjunta de los exponentes 2 y « frente a la intensidad de la correlacion
0. Denotados por estrellas se indican los limites asintdticos tedricos (z — 1,2, « — 1,1)
obtenidos mediante aproximaciones analiticas y corroborados numéricamente para el régimen
de correlacion fuerte (6 > 0,5)[28].

Es notable como los valores clasicos recuperados en el Capitulo 4 sufren una clara altera-
cién. Los exponentes descorrelacionados z = 3/2 y o = 1/2 decrecen y crecen, respectiva-
mente, en cuanto la memoria temporal comienza a dominar el sistema. Observamos como para
0 < 0,3, el exponente dindmico se mantiene relativamente estable alrededor de z ~ 1,50+0,03;
sin embargo, para § > 0,30, comienza un descenso abrupto hasta acumularse cercade z ~ 1,3.
De manera analoga, el exponente de roughening exhibe una clara tendencia asintética hacia
a — 1. Resulta pertinente recordar que, tal y como se introdujo previamente, la universalidad
KPZ en el caso de correlacion temporal ha demostrado ser fragil incluso ante distintos modelos
equivalentes en la clase de universalidad KPZ [7]. Por ello, aunque existan ligeras discrepan-
cias numéricas en la convergencia exacta, el comportamiento cualitativo y la tendencia hacia
estos valores reproducen el comportamiento esperado ante la presencia de memoria temporal.

Alaluz de estas divergencias, procedemos a examinar la validez de la Invarianza Galileana.
El resultado de la suma de los exponentes empiricos se muestra en la Figura 5.4.
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2.40
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. Phy
2.25 }
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Suma de exponentes z+ a
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Figura 5.4: Evolucion de la suma o+ 2 frente a la intensidad de la correlacion temporal. La linea
discontinua marca la prediccion de la Invarianza Galileana en el modelo clasico (o + z = 2).

La relacion tedrica expresada en la Ecuacion (2.10) queda explicitamente invalidada por la
correlacion del ruido. Asi, se certifica que la relacion o 4 z = 2 se rompe ante la introduccion
de memoria en el sistema.

Esto lo habiamos anticipado previamente y puede verse justificado atendiendo a la logica
de la deduccion de esta relacion (Apartado B.1). En primer lugar, algo subyacente a la ecua-
cién KPZ, y que no puede pasar desapercibido, es que el término no lineal (V/)? introduce
un término cruzado que se anula en la ecuacioén, permitiendo recuperar la superficie original
para las coordenadas sin transformar. Esto, por ejemplo, la ecuaciéon de Edwards-Wilkinson
(Ecuacién (2.7)) no lo satisface. Por otro lado, critico en nuestro problema, es la suposicion
de ruido descorrelacionado temporalmente. En otro caso, no es posible recuperar del mismo
modo la funcién de ruido y concluir el resultado.
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CAPITULO 6

Conclusiones

6.1 Discusion de los resultados

En este trabajo se ha logrado reproducir de manera fiel la fenomenologia clasica del problema
de DPRM sin correlacion, recuperando los valores teéricos de los exponentes criticos y sus
relaciones de escala canodnicas. Sobre esta solida validacion, se ha introducido con éxito el
caso de ruido correlacionado temporalmente del tipo 1/f”, un régimen notablemente menos
explorado en la literatura, cuyo estudio constituia la motivacion principal de esta memoria. Su
analisis ha permitido caracterizar numéricamente los exponentes de la clase de universalidad
KPZ con correlacién y extraer resultados de gran interés.

En el ambito computacional, la implementacién del método de Transfer Matrix ha demos-
trado ser una herramienta altamente adaptable. La optimizacion planteada mediante la trans-
formacion de coordenadas a una red cuadrada rotada ha resultado ser un factor critico: al
reducir a la mitad el dominio espacial de accesibilidad y simplificar las dependencias tempo-
rales, el requerimiento de almacenamiento matricial disminuye drasticamente. Esta maniobra
ha sido la clave para alcanzar sistemas de tamafio L = 2% = 8192, operando en los limites de
capacidad de la maquina empleada.

Desde una perspectiva fenomenoldgica, se ha corroborado la estricta dependencia de los
exponentes criticos con la intensidad de la memoria del ruido, ratificando cualitativamente el
abandono de la universalidad ordinaria, tal y como se esperaba [23]. Mas importante aun, los
resultados evidencian la vulnerabilidad de la Invarianza Galileana frente a este tipo de pertur-
baciones de largo alcance. El hecho de que las simulaciones sigan la tendencia dictada por el
marco continuo pero difieran cuantitativamente de los limites tedricos asintoticos refuerza la
hipotesis de que la clase KPZ con correlacion es fragil [7] frente a detalles microscopicos.

6.2 Trabajo a futuro

Este estudio abre diversas vias de investigacion que invitan a ser exploradas con mayor pro-
fundidad. Algunas de ellas han comenzado a abordarse durante la recta final de este trabajo,
arrojando resultados preliminares prometedores, mientras que otras conforman el nucleo de
desarrollos futuros.

En primer lugar, respecto a la optimizacion de los recursos de computo, se ha planteado
la transicion hacia una cuantizacion del desorden y la energia mediante aritmética de enteros.
Operar de este modo mitigaria los cuellos de botella asociados a la memoria y aceleraria el
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calculo vectorial iterativo. A nivel tedrico, se ha demostrado formalmente que truncar y escalar
la serie temporal preserva el comportamiento asintotico de la PSD. Para un factor de escala
decimal &, el error de redondeo resulta analiticamente irrelevante en el limite. Una estimacion
preliminar conduce a pensar que con k € {3,4} cifras significativas puede garantizarse un
equilibrio 6ptimo entre precision fisica y eficiencia computacional.

Mas alla de las mejoras algoritmicas, es intrinseco al estudio de los fenémenos criticos la
necesidad de someter los observables a un riguroso analisis de escalado por tamafio finito.
Aprovechando la arquitectura desarrollada y las optimizaciones planteadas, la migracion del
codigo a entornos de computacion de alto rendimiento permitira simular 6rdenes de magnitud
superiores, reportando mejores resultados.

Finalmente, una de las vias mas motivadoras y profundas reside en el estudio del exponente
espectral en los DPRM. El escalado anémalo en este modelo es un problema abierto. Uno de
los objetivos principales consiste en definir una forma de extraer y relacionar el valor de este
exponente en el modelo de polimeros dirigidos con su homologo en KPZ. Actualmente se
dispone de varias hipotesis que estan siendo estudiadas con el fin de intentar dar explicacion
a este fenémeno.
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Reflexion final

Este trabajo ha supuesto un reto en multitud de aspectos, tanto académicos como personales.
Conceptos fuera del plan de estudios, como son las clases de universalidad, ecuaciones esto-
casticas y modelos computacionales, entre otros, suponen un desafio en si mismo que me ha
ensefado a interiorizar nociones nuevas y a profundizar. Quiero destacar el magnifico traba-
jo de mis tutores, Juanma y Enrique, que han sido capaces de ensefiarme una inmensidad de
conceptos y métodos a los que era totalmente ajeno y han conseguido que me interese por
ambitos totalmente novedosos. Afiadir también a este aprendizaje la forma de proceder en
investigacion, el trabajo que requiere y los grandes esfuerzos colectivos que exigen los mas
pequefios avances. Puede parecer algo trivial visto desde fuera, pero sin duda alguna es uno
de los recursos mas valiosos que me llevo.

Descubrir todo un universo dentro de lo que hasta ahora nos es conocido es todo un pri-
vilegio del que, probablemente y por desgracia, no todos los alumnos que concluyen el Grado
pueden disfrutar. Mas aun, personas que han decidido volcar su vida en el estudio de la precio-
sa interseccion entre las Matematicas y la Fisica tenemos que abandonar nuestra alma mater,
por la imposibilidad de continuar aqui nuestro camino, deseando poder volver en un futuro.

Asi pues, a lo largo de las paginas que nos preceden no solo se ha plasmado el estudio
analitico y computacional de un problema de la fisica estadistica, sino la maduracién que exige
la culminacion de esta etapa universitaria en la Universidad de Cantabria. Mas alla de los papers
revisados, las horas de programacion y las innumerables correcciones, este documento es el
reflejo de unas capacidades mucho mas profundas, como son las de entender, cuestionar y,
sin duda alguna, la mas importante: la de fallar. En cierto modo, fuera cual fuere el tema
elegido, hubiera fructificado un trabajo similar bajo el punto de vista académico. Sin embargo,
la elaboracion de esta memoria ha estado plagada de errores de compilacion, callejones sin
salida y cuestiones que tardaron semanas en encontrar una explicacion. Se ratifica asila célebre
perspectiva de Thomas Alva Edison: «No fracasé mil veces. La bombilla fue un invento con
mil pasos»’.

Concluyo por tanto haciendo menciéon de lo bonito que ha sido este camino para mi y,
probablemente, lo poco que lo he logrado trasmitir en estas paginas. Siempre que leemos un
libro, vemos un discurso o hablamos sobre algo, son muchas més las palabras que nunca sa-
lieron de nuestro pensamiento que las que si, y son esas mismas las que dan sentido a nuestra

! Aprovechando la licencia de estas tltimas lineas més informales, me gustaria recordar que, si bien Edison
patentd y comercializ6 la bombilla, inventores previos como Humphry Davy (con su ldmpara de arco en 1800) y
Joseph Swan ya habian desarrollado prototipos viables. El mayor reto de estos modelos primigenios era la efimera
duracién de sus filamentos, problema que Edison supo optimizar. La ciencia, al igual que este trabajo, siempre
se construye iterando sobre los pasos de otros y es conveniente no olvidar este caracter colectivo que permite al
Conocimiento avanzar.
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existencia y condicionan lo que somos. Asi, todas las frases que borré, las ideas que deseché
y los problemas en los que fallé han sido una parte necesaria e innegociable de este camino y
son las protagonistas de lo que soy Hoy y seré Mariana.
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CAPITULO A

Geometria de la red

A.1 Red cuadrada rotada 45°

Con el fin de evitar la complejidad de indexacién de la red rectangular se propone una geo-
metria distinta. En este caso consideramos una red de dimensiones L + 1 x L, es decir, un
cuadrado rotado 45 grados. Al igual que se ha explicado antes, el propio movimiento restringe
la mitad del cuadrado, por lo que al representarlo en la Figura A.1 podemos observar que la
geometria descrita es un triangulo:

A

/

/
/

Figura A.1: Representacion de la red cuadrada rotada. En color verde, azul y rojo se representan
posibles trayectorias en la geometria cuadrada.

X

En este caso, ya no tenemos los movimientos que vimos en el caso de la red rectangular.
El polimero avanza hacia la derecha, desplazandose de (z,t) — (x + 1,¢+ 1) o se queda en la
misma posicién (x,t) — (z,t + 1). Desde el punto de vista del algoritmo de crecimiento este
es el caso inmediato, pues en cada paso accedemos a todos los nodos disponibles de la red, al
contrario que en el caso rectangular, donde nos movemos de pares a impares y viceversa. Asi
pues, como se muestra en el Codigo 5.1, la ecuacion recursiva de crecimiento del polimero es
practicamente idéntica a la planteada en la Ecuacion (3.1) por el método de Transfer Matrix,
ajustando el indice a los movimientos posibles.



Apéndice A. Geometria de la red A.1. Red cuadrada rotada 45°

Como contraparte, la introduccion del ruido es mucho mas laboriosa. Los puntos invarian-
tes ahora seran aquellos en los que antes representaban moverse en zig-zag. Podemos observar
que uno de los movimientos lo conservamos, en este caso moverse hacia la derecha, por lo que
comparando podemos inferir que ahora, los movimientos arriba + derecha o derecha + arriba
son los que devuelven al polimero a una posicion equivalente. El siguiente ejemplo muestra la
situacion descrita:

Ejemplo A.1.1. Imaginemos ahora que tenemos una seccion triangular de un tablero de aje-
drez. El tipo de movimientos que dejan la posicion fija serian la L que realiza el caballo en
dicho juego. De este modo, correlacionamos (x,t) — (x + 1,t 4+ 2), (z + 2, + 4)....

A

X

Figura A.2: Ejemplo ilustrativo de la introduccion del ruido correlacionado en el caso de una
red cuadrada rotada. Los carriles que en la Figura 3.4 se formaban paralelos a la direccion de
crecimiento ahora son subdiagonales en la red. Esto complica la implementacioén del ruido ya
que los vectores correlacionados debemos situarlos manualmente en la posicién correspon-
diente de la red, tal y como se muestra en el esquema. Esta disposicion se aplica a todos los
puntos de la red aunque en el diagrama solo se han expuesto para el punto central, con el fin
de evitar sobrecargar la imagen.
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CAPITULOB

Demostraciones

B.1 Invarianza Galileana

En la Ecuacion (2.10) introdujimos la Invarianza Galileana. A continuacion, demostramos esta
propiedad. [23]

Aplicando la transformacion de coordenadas ' = x + A\vt, A’ = h + vx y dejando t' = ¢.
Partimos de la ecuacion

A
Ol = vV + S(VW) 4+ n(a,¥) (B.1)

sustituimos y desarrollamos cada término, haciendo uso de que V,» = V,, Oy = 0; + vV,
V(vz) = vy d(vx) = 0:

A
0y + MV)(h +vx) = vV (h +vx) + 5 (V(h +vx))* + 1z + \vt, t) (B.2)
Oih + MV h + M\? = vV?h + %(Vh +v)? + n(z + \vt, t) (B.3)

A
Oth + AVh + \? = vV2h + B ((Vh)? + 20Vh 4+ v®) + n(z + At t) (B.4)

A A
Oth + AVh + \v* = vV2h + §(Vh)2 + AVh + 5'02 + n(x + Avt, t) (B.5)

Como se puede observar, el término cruzado AvVh se cancela y reordenando la expresion
resultante, obtenemos:

A A
Oih = vV?h + §(Vh)2 +n(z + vt t) — 502 (B.6)

El altimo término es una constante que se puede absorber con otro cambio de variable. Sin
embargo, queda pendiente la cuestion de la funcién de correlacion. Para que se tenga la inva-
rianza, debemos tener el mismo ruido que originalmente. Tomando dos puntos en el sistema
transformado tenemos que:

(' (w1, t1)n (22, t2)) = (21 + Avty, t)n(ze + Avta, ta))
(.CCl — T2 + )\’U(tl — t2>, tl — tg)
(Az + MAt, At) (B.7)

I
™

vil



Apéndice B. Demostraciones B.2. Transformada de Cole-Hopf

Hasta aqui podemos llegar sin informacion adicional sobre la funciéon de ruido original. Si
suponemos una funcidn descorrelacionada temporalmente del tipo F'(Az, At) = F(Ax)d(At),
entonces la expresion se evaliia de forma exacta:

F(Az + AvAt, At)

F(Ax 4+ MAt)6(At)
F(Az + M- 0)(At)
F(Az)o(At) (B.8)

Donde en el segundo paso hemos hecho uso de la propiedad de la delta de Dirac f(At)d(At) =
F(0)5(At).

De este modo, recuperamos la funcién de ruido original y por tanto, bajo la suposicion de
ruido descorrelacionado temporalmente, la ecuacion KPZ es invariante bajo la transformacion
de coordenadas de Galileo.

B.2 Transformada de Cole-Hopf
Proposicion B.2.1. En el contexto de KPZ, mediante el cambio de variable:

A
Z(z,t) = exp (5]1(%75)) (B.9)
puede linealizarse.

Demostracion. Para encontrar la ecuacion de evolucion de Z, derivamos respecto al tiempo
utilizando la regla de la cadena clasica:

2v

Sustituimos 0, por la ecuacién KPZ original (8;h = vV2h 4+ $(Vh)? + 1):
A 2p A 2
W7z = 5Z vV=h + §(Vh) +n(z,t) (B.11)

Expandiendo el término del paréntesis derecho:

A A2 A

o7 = 5Zv2h+ 4—Z(Vh)2 ~|—2—Z77(:1:, t) (B.12)
N—— \l/—,_/ v
Trmino A Trmino B

Por otro lado, calculamos las derivadas espaciales de Z para relacionarlas con los términos A
y B. La primera derivada espacial (gradiente) es:

VZ = iZVh (B.13)
2v
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Apéndice B. Demostraciones B.3. Transformada de Fourier

Calculamos ahora el Laplaciano (V2Z = V - VZ) aplicando la regla del producto:

V37 =V- (izw)
2v

A
:5[

Sustituimos V Z por su expresion en funcion de h:

(VZ) - (Vh) + Z(V?h)] (B.14)

vig = 2 Kizw) - (Vh) + ZV%}

2v [\ 2v
V27 = s Z(Vh)* + Az, (B.15)
42 2v '
Multiplicamos toda la expresion por v para facilitar la comparacion con la ecuacioén (B.12):
2 N 2, Ao
vV°Z = 4—Z(Vh) + §ZV h (B.16)
v

Observamos que el lado derecho de la ecuacion (B.16) es exactamente la suma de los términos
Ay B enlaecuacion (B.12). Por lo tanto, podemos reescribir la evolucion temporal de Z como:

07 =vVZ + ;n(Lt)Z (B.17)
v

]

B.3 Transformada de Fourier

Proposicion B.3.1. Sean s(T) = |T|™% = |t — |7, entonces S(w) = F(s(T)) = X2 .

_1
|w|3+1'

Demostracion. Para facilitar la notaciéon durante el desarrollo, llamemos 5 = 26. Partiendo de
la definicion continua de la Transformada de Fourier (definicion 3.2.1):

1 [ .
S(w):\/—2_7r / T |Pe~“Tar (B.13)

Haciendo uso de la férmula de Euler (e=“7 = cos(wT) — isin(wT')), podemos separar la

integral en su parte real e imaginaria:

1

S(w) = \/LQ_W / “ATPP cos(wT)dT — Nor / TP sin(wT)dT (B.19)

Dado que |T'|” es una funcién par (simétrica respecto al origen) y el seno es una funcién
impar, el producto de ambas en el segundo término es una funcién impar. Por tanto, su integral
definida sobre el intervalo simétrico (—oc, 00) se anula.

Por otro lado, el producto con el coseno en el primer término resulta en una funcion par,
lo que nos permite restringir el dominio de integracion a la mitad positiva y multiplicar por
dos:

S(w) = \/%_W /000 T" cos(wT)dT (B.20)
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Apéndice B. Demostraciones B.3. Transformada de Fourier

Para resolver esta integral, aplicamos el cambio de variableu = |w|T. Esto implica que dT' = |‘i—“|

yT'=1

fwl
S(w) = \/i2_w /000 <%)ﬂ cos (u - sgn(w)) |Cfu_u| (B.21)

Como el coseno vuelve a ser una funcién par, cos(u - sgn(w)) = cos(u). Agrupando los térmi-

nos dependientes de w y extrayéndolos del operador integral, obtenemos la ley de potencias
buscada: 5 ) -

S(w) = ——/ u” cos(u)du B.22

@)= e, ¥ eosw .22

Llegados a este punto, la dependencia espectral 1 /|w ya ha quedado explicitamente demos-

trada. El término restante es una integral impropia independiente de w. Haciendo uso de la fun-

cién Gamma de Euler podemos evaluarla, dando como resultado analitico I'(+1) sin(—m(5/2).

‘B+1

Absorbiendo el factor trigonomeétrico, recuperamos la estructura exacta de la proposicion:

2 1 1
S(w) (5% ). o (B.23)
[

Proposicion B.3.2. Sean CY; los coeficientes de Fourier de una serie originalmente ruido blanco
en el dominio temporal, el factor F, = 1/w?/? escala la sucesion original a otra con coeficientes
C) con correlacion [

Demostracion. Para llegar al resultado, desarrollemos la relacion Cy o< 1/ wP/2, recordando
2
que [Cx|" =1

, 1 , 1 , 1 1

]
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